
        
            
        
    
常菁柚. 归一思维 · 初中数学
八年级

（内部资料）

八年级·逻辑训练与框架搭建

第 7 单元 整式乘除与因式分解——运算的逆与合

第 18 课 幂的运算法则——从定义出发

一、学习指导

18.1 幂的运算法则——都源于乘法的定义

幂的运算法则看起来很多，但全部源于乘法的定义：

aᵐ·aⁿ=aᵐ⁺ⁿ——“m 个 a 相乘”再“n 个 a 相乘”，共 m+n 个

(aᵐ)ⁿ=aᵐⁿ——“m 个 a 相乘”重复 n 次，共 mn 个

(ab)ⁿ=aⁿbⁿ——乘法交换律和结合律

18.2 同类幂的比较

底数不同指数相同：比较底数

底数相同指数不同：比较指数

18.3 幂的运算顺序

先算括号内的，再算乘方，再算乘除。

思维工具：幂法则推导法——从定义出发

遇到幂法则，心里默念“m 个 a 相乘”的原始定义，法则自然就出来了。

二、例题精讲

例 1 幂的混合运算

题目：计算(−2x²y³)³·(3xy²)²

思维路径拆解：

看到乘法→先算各自的乘方，再乘

(−2x²y³)³=(−2)³·(x²)³·(y³)³=−8x⁶y⁹

(3xy²)²=3²·x²·(y²)²=9x²y⁴

相乘：−72x⁸y¹³

多解展示：

解法一（分步计算）：先算两个乘方再相乘→−72x⁸y¹³

解法二（先定号再算）：系数−8×9=−72，x：6+2=8，y：9+4=13

归一提炼：幂运算就是“指数做加减乘”，先分清是“同底相乘（加指数）”还是“幂的乘方

（乘指数）”。

思维点拨：系数也要乘方（如(−2)³=−8，不是−6）。

例 2 幂的乘方——注意指数相乘

题目：计算[(a²)³]⁴

思维路径拆解：

看到多重乘方→从内到外指数相乘

(a²)³=a⁶

(a⁶)⁴=a²⁴

多解展示：

解法一（逐步）：(a²)³=a⁶，(a⁶)⁴=a²⁴

解法二（直接乘指数）：2×3×4=24→a²⁴

归一提炼：幂的乘方，指数相乘。

例 3 幂运算法则的逆向应用

题目：已知 2ᵐ=3，2ⁿ=5，求 2ᵐ⁺ⁿ和 2²ᵐ的值。

思维路径拆解：

看到 2ᵐ⁺ⁿ→2ᵐ·2ⁿ

=3×5=15

2²ᵐ=(2ᵐ)²=3²=9

多解展示：

解法一（正向运算）：2ᵐ⁺ⁿ=2ᵐ·2ⁿ=15；2²ᵐ=(2ᵐ)²=9

解法二（代入特殊值验证）

归一提炼：幂运算法则可以正向用，也可以逆向用。

三、思维训练

1. 计算：a³·a⁵

2. 计算：(−3x²y)³

3. 计算：(2a²b)²·(−3ab³)

4. 已知 3ᵐ=2，3ⁿ=5，求 3ᵐ⁺ⁿ和 3²ᵐ。

5. 比较大小：2¹⁰和 10³

四、易错警示

同底数幂相乘指数相加，不是相乘

幂的乘方指数相乘，不是相加

负数的奇次幂为负，偶次幂为正

五、本章归一

核心思维模型：幂的法则=从乘法定义推导。理解推导过程，不需要死记。

思维工具：幂法则推导法——从“m 个 a 相乘”出发

第 19 课 乘法公式——代数的“九九表” 

一、学习指导

19.1 三个基本公式

1. (a+b)²=a²+2ab+b²

2. (a−b)²=a²−2ab+b²

3. (a+b)(a−b)=a²−b²

19.2 结构识别法——看到式子先识别结构

平方差：(a+b)(a−b)→两项相同，符号相反→结果是“平方差” 

完全平方：(a±b)²→两项平方和±2 倍乘积

19.3 乘法公式的变形应用

a²+b²=(a+b)²−2ab

a²+b²=(a−b)²+2ab

(a+b)²−(a−b)²=4ab

思维工具：结构识别三步法

1. 看形式：是两项相乘还是三项？

2. 找特征：是否有“两数平方±2 倍乘积”或“两项相同符号相反”？

3. 套公式：匹配后再展开或变形

二、例题精讲

例 1 平方差公式——交叉项抵消

题目：计算(3x+2y)(3x−2y)

思维路径拆解：

看到两项符号相反→平方差公式

3x 是 a，2y 是 b

结果=a²−b²=(3x)²−(2y)²

多解展示：

解法一（套公式）：(3x)²−(2y)²=9x²−4y²

解法二（展开）：9x²−6xy+6xy−4y²=9x²−4y²

归一提炼：平方差公式的本质是“交叉项抵消”。

例 2 完全平方公式——两项平方和±2 倍乘积

题目：计算(2x−3y)²

思维路径拆解：

看到差的平方→完全平方公式

a=2x，b=3y

结果=a²−2ab+b²

解：(2x)²−2(2x)(3y)+(3y)²=4x²−12xy+9y²

归一提炼：完全平方公式的结果是三项——平方项+乘积项+平方项。

例 3 乘法公式的变形应用——知二求二

题目：已知 x+y=5，xy=6，求 x²+y²和(x−y)²的值。

思维路径拆解：

看到 x+y 和 xy→用完全平方公式变形

x²+y²=(x+y)²−2xy

(x−y)²=(x+y)²−4xy

多解展示：

x²+y²=25−12=13

(x−y)²=25−24=1

归一提炼：x+y、x−y、xy、x²+y²四者知二可求二。

三、思维训练

1. 计算：(3a+4b)(3a−4b)

2. 计算：(−2x+5)²

3. 计算：99²（用公式）

4. 已知 x−y=3，xy=4，求 x²+y²和(x+y)²。

5. 若(a+b)²=25，(a−b)²=9，求 a²+b²和 ab。

四、易错警示

(a+b)²≠a²+b²，漏掉 2ab 项

平方差公式中 a 和 b 要平方，不是 2 倍

完全平方公式中“2 倍乘积”项不能漏

五、本章归一

核心思维模型：乘法公式=特殊形式的乘法分配律。核心是“结构识别”。



思维工具：结构识别三步法+知二求二变形法

第 20 课 因式分解——整式乘法的逆运算

一、学习指导

20.1 因式分解是什么——整式乘法的逆运算

整式乘法：把几个整式相乘，展开成一个多项式。

因式分解：把一个多项式拆成几个整式的乘积。

操作程序（口诀）：一提（公因式）、二套（公式）、三分组、四十字。

20.2 四种方法的统一逻辑

思维工具：因式分解四步法

1. 先提公因式（有就提）

2. 看项数定方法（两项平方差、三项完全平方/十字相乘、四项分组）

3. 检查是否分解到最简

4. 检验：展开验证

二、例题精讲

例 1 提公因式法——先找最大公因式

题目：分解因式 6a³b²−9a²b³+3a²b²

思维路径拆解：

看到三项→找公因式

系数 6、9、3 的最大公约数=3

a 的最低次=a²，b 的最低次=b²

公因式=3a²b²

多解展示：

解法一（提公因式）：3a²b²(2a−3b+1)

解法二（分步提取）：先提 a²b²，再提系数 3

归一提炼：提公因式的本质是“找共同部分”——把每一项都有的部分提取出来。

例 2 公式法——平方差

题目：分解因式 4x²−25y²

思维路径拆解：

看到两项都是平方→平方差公式

4x²=(2x)²，25y²=(5y)²

解：(2x)²−(5y)²=(2x−5y)(2x+5y) 归一提炼：二项式且都是平方，考虑平方差公式。

例 3 十字相乘法——拆数凑数

题目：分解因式 x²−5x+6

思维路径拆解：

看到二次三项式→十字相乘法

常数 6 要拆成两个数相乘，且和等于−5

(−2)×(−3)=6，(−2)+(−3)=−5

多解展示：

解法一（十字相乘法）：(x−2)(x−3)

解法二（公式法）：(x−5/2)²−1/4→再分解

归一提炼：十字相乘本质是“凑数”，两数之积=常数项，两数之和=一次项系数。

三、思维训练

1. 分解因式：12a²b−18ab²

2. 分解因式：9x²−16y²

3. 分解因式：x²+7x+12

4. 分解因式：x³−x

5. 判断下列分解是否正确：x²−4=(x−2)²

四、易错警示

提公因式后括号内项数不变

公式法时 a、b 的选取错误

分解不彻底

五、本章归一

核心思维模型：因式分解=整式乘法的逆过程。所有方法都是为了把一个多项式写成“连

乘式”。

思维工具：因式分解四步法（一提二套三分组四十字）

第 8 单元 分式——分数的代数化

第 21 课 分式的意义——分母不为零

一、学习指导

21.1 分式是什么——整式的“分数版” 

分式就是分母中含有字母的式子。就像分数是整数的“分数版”一样，分式是整式的“分

数版”。

21.2 分式有意义的条件——分母≠0

研究分式，先看分母——分母为零的点是“禁区”。

21.3 类比思想——用旧知识理解新知识

分式的所有规则都可以类比分数来理解。

思维工具：分式研究三步法

1. 找分母

2. 令分母≠0

3. 确定字母的取值范围

二、例题精讲

例 1 分式有无意义——分母≠0

题目：当 x 取何值时，分式(x+2)/(x²−4)有意义？

思维路径拆解：

看到“有意义”→分母≠0

x²−4=(x−2)(x+2)≠0

x≠±2

多解展示：

解法一（因式分解法）：x²−4=(x−2)(x+2)≠0→x≠±2

解法二（直接解方程）：x²≠4→x≠±2

归一提炼：分式有意义的本质是“分母不能为零”——因为除以零没有意义。

例 2 分式值为零——分子为零且分母不为零

题目：当 x 取何值时，分式(x²−4)/(x−2)的值为 0？

思维路径拆解：

看到“值为 0”→分子为 0 且分母不为 0

x²−4=0→x=±2

但 x=2 时分母为 0→舍去

x=−2

多解展示：

解法一（分子=0）：x²−4=0→x=±2，检验分母：x≠2→x=−2

解法二（化简后判断）：原式=x+2（x≠2）→值为 0 时 x=−2

归一提炼：分式值为 0 的条件：分子=0 且分母≠0。

例 3 分式的变号——分子、分母、分式本身的符号关系

题目：不改变分式的值，将(−2x)/(1−x)的分子分母最高次项系数化为正。

思维路径拆解：

看到“不改变值”→分子分母同乘−1

分子(−2x)×(−1)=2x

分母(1−x)×(−1)=x−1

多解展示：

解法一（分子分母同乘−1）：原式=2x/(x−1)

解法二（先变分母再变分子）

归一提炼：分式变号法则——分子、分母、分式本身三者中改变两个符号，值不变。

三、思维训练

1. 当 x 取何值时，分式(x+3)/(x−5)有意义？

2. 当 x 取何值时，分式(x²−9)/(x+3)的值为 0？

3. 不改变分式的值，将(−a)/(b−a)化为分母为 a−b 的形式。

4. 当 x 取何值时，分式(x−1)/(x²+1)有意义？

5. 若分式(x²−4)/(x−2)的值为 0，求 x 的值。

四、易错警示

分式有意义只看分母，不看分子

分式值为 0 要满足两个条件：分子=0 且分母≠0

约分时要注意字母的取值范围

五、本章归一

核心思维模型：分式=分数的代数化。分式有意义⇔分母≠0。

思维工具：分式研究三步法+分式值 0 二条件法

第 22 课 分式的运算——与分数的类比

一、学习指导

22.1 类比学习法（分数→分式）

分式的基本性质=分数的基本性质

分式的运算=分数运算的推广

22.2 分式化简的“约分三步骤” 

1. 分子分母分别因式分解

2. 找出公因式

3. 约去公因式（注明字母范围）

22.3 分式运算的注意事项

通分时找到最简公分母

异分母加减先通分

结果要化为最简分式

思维工具：分式运算四步法

1. 因式分解

2. 约分/通分

3. 运算

4. 结果化为最简

二、例题精讲

例 1 分式化简——因式分解后约分

题目：化简(x²−4)/(x²−4x+4)

思维路径拆解：

看到化简→分子分母分别因式分解

分子=(x−2)(x+2)

分母=(x−2)²

约去公因式(x−2)

多解展示：

解法一（因式分解）：(x−2)(x+2)/(x−2)²=(x+2)/(x−2)（x≠2）

解法二（先观察再分解）

归一提炼：分式化简的本质是“因式分解后约分”。

例 2 分式乘除——除以一个分式等于乘以它的倒数

题目：计算(x²−4)/(x²−4x+4)÷(x+2)/(x−2) 思维路径拆解：

看到÷→乘以倒数

分解：分子=(x−2)(x+2)，分母=(x−2)²

原式=(x−2)(x+2)/(x−2)²×(x−2)/(x+2)=1

多解展示：

解法一（分解后约分）：得 1（注意 x≠±2 且 x≠2）

解法二（先约分再乘）

归一提炼：分式乘除运算的核心是“因式分解后约分”。

例 3 分式加减——通分后加减

题目：计算 2/(x−1)−3/(x+1)

思维路径拆解：

看到异分母→通分

公分母=(x−1)(x+1)

原式=[2(x+1)−3(x−1)]/[(x−1)(x+1)]

多解展示：

解法一（通分法）：[2(x+1)−3(x−1)]/(x²−1)=(−x+5)/(x²−1) 解法二（分别化简再通分）

归一提炼：异分母加减=通分→合并→约分。

三、思维训练

1. 化简：(x²−9)/(x²−6x+9)

2. 计算：(x²−1)/(x+1)×(x²+2x+1)/(x²−x) 3. 计算：1/(x+1)+1/(x−1)

4. 计算：(a/b)÷(b/a)

5. 先化简再求值：(x²−4x+4)/(x−2)，其中 x=3。

四、易错警示

通分时忽略分母因式分解，找不到最简公分母

除以分式时忘记乘以倒数

分式方程去分母时，常数项漏乘最简公分母

五、本章归一

核心思维模型：分式运算=分数运算的推广。规则完全一致，只需额外注意分母不为 0。

思维工具：分式运算四步法（分解→约分/通分→运算→最简）

第 9 单元 二次根式——开方与平方

第 23 课 平方根与算术平方根

一、学习指导

23.1 开方——乘方的逆运算

平方：3²=9。开方：√9=3（9 的平方根是±3）。

23.2 平方根与算术平方根的区别

平方根：一个数 x 的平方等于 a，则 x 叫做 a 的平方根。正数 a 的平方根有两个：

±√a

算术平方根：正数 a 的正的平方根，记作√a

√a 是算术平方根（非负），±√a 是平方根（一正一负）。

23.3 二次根式的“双重非负性” 

被开方数 a≥0

√a≥0

思维工具：平方根求值两步法

1. 判断正负：正数有两个平方根，0 只有一个

2. 求算术平方根再添正负号

二、例题精讲

例 1 求平方根

题目：求 64、0.01、(−5)²的平方根。

思维路径拆解：

看到“平方根”→先判断正负

64→±8

0.01→±0.1

(−5)²=25→±5

多解展示：



解法一（直接求）：±8，±0.1，±5



解法二（先化简再求）：64=8²，0.01=(0.1)²

归一提炼：正数有两个平方根，互为相反数。

例 2 算术平方根的非负性应用

题目：已知√(a−2)+√(b+3)=0，求 a+b。

思维路径拆解：

看到两个√相加=0→两个非负数之和为 0

各自为 0：a−2=0，b+3=0

a=2，b=−3

多解展示：

解法一（非负性）：a−2=0，b+3=0→a+b=−1

解法二（特殊值法）

归一提炼：算术平方根的非负性是解题的重要工具。

例 3 平方根的估算

题目：估计√20 在哪两个整数之间。

思维路径拆解：

看到估算→找相邻完全平方数

16<20<25→√16<√20<√25

4<√20<5

多解展示：

解法一（找完全平方数）：4²=16，5²=25→4<√20<5

解法二（近似值法）：√20≈4.47

归一提炼：估算根号值的核心是找相邻完全平方数。

三、思维训练

1. 求下列各数的平方根：36，0.04，(−7)²

2. 求下列各数的算术平方根：49，0.01，144

3. 已知√(x−1)+√(y+2)=0，求 x+y。

4. 估计√30 在哪两个整数之间。

5. 若一个正数的平方根是 2a−1 和−a+2，求这个正数。

四、易错警示

平方根有两个，算术平方根只有一个

负数没有平方根（在实数范围内）

√(a²)=|a|，不是 a

五、本章归一

核心思维模型：开方=乘方的逆运算。抓住“互为逆运算”这一主线。

思维工具：平方根求值两步法+非负性分析法

第 24 课 二次根式的化简与运算

一、学习指导

24.1 √(a²)=|a|（不是 a！）

这是最容易出错的地方。√(a²)一定是非负的，所以结果是|a|。

24.2 最简二次根式三标准

1. 被开方数不含能开得尽的因数或因式

2. 被开方数不含分母

3. 分母中不含根号

24.3 分母有理化——利用平方差公式

单根号：乘自身（√a）

两项和/差：乘其共轭式（√a+√b 配√a−√b）

思维工具：二次根式化简三步法

1. 分解被开方数（找完全平方数）

2. 把能开方的部分开出来

3. 合并同类二次根式

二、例题精讲

例 1 化简二次根式——把能开方的开出来

题目：化简√48

思维路径拆解：

看到√48→分解 48=16×3

√16=4

结果=4√3

多解展示：

解法一（分解质因数法）：48=16×3→4√3

解法二（逐步化简）：√48=√(4×12)=2√12=4√3

归一提炼：化简二次根式的本质是“把能开方的部分开出来”。

例 2 分母有理化（单根式）

题目：化简 1/√5

思维路径拆解：

看到分母有根号→需要有理化

分子分母同乘√5

多解展示：

解法一（分母有理化）：√5/5

解法二（利用(√5)²=5）

归一提炼：分母有理化的本质是“利用平方公式把分母中的根号去掉”。

例 3 分母有理化（两项式）

题目：化简 1/(√3+√2)

思维路径拆解：

看到分母为两项→用平方差公式

乘共轭式√3−√2

分母=(√3)²−(√2)²=3−2=1

多解展示：

解法一（分母有理化）：(√3−√2)/(3−2)=√3−√2

解法二（取倒数再化简）

归一提炼：两项根号分母，用平方差公式有理化。

三、思维训练

1. 化简：√72

2. 化简：1/√3

3. 化简：1/(√5−√3)

4. 化简：√12−√27+√3

5. 若 a<0，化简√(a²)

四、易错警示

√(a²)=a（错误），正确为|a|

分母有理化时符号写反导致平方差失效

化简后忘记检查是否为最简

五、本章归一

核心思维模型：二次根式=有理数开方运算的延续。化简准则就是“逆用乘方公式”。

思维工具：二次根式化简三步法+分母有理化两步法

第 10 单元 函数——从静态到动态

第 25 课 函数是什么——变量之间的对应关系

一、学习指导

25.1 函数——变量之间的对应关系

函数不是“一个式子”——函数是两个变量之间的对应关系。每一个 x 的值，对应唯一一

个 y 的值。

25.2 函数的三种表示方式

1. 解析式：y=2x+1（最抽象）

2. 表格：列出 x 和 y 的对应值（最具体）

3. 图像：在坐标系中画出对应点（最直观）

25.3 从“常量”到“变量”——思维的升级

小学和初一学的是“静态”的数学——一个数是多少、一个式子等于多少。函数研究的是

“动态”——一个量变了，另一个量怎么跟着变。

思维工具：函数判断两步法

1. 对任意给定的 x，是否都有唯一确定的 y 与之对应

2. 是→函数；不是→不是函数

二、例题精讲

例 1 判断是否为函数——定义法

题目：下列哪个是 y 关于 x 的函数？（1）y=2x+1；（2）y²=x；（3）一个 x 对应两个 y 思维路径拆解：

看到“是否为函数”→用定义判断

(1)每个 x 对应唯一一个 y→是

(2)x=1 时 y=±1→不是

(3)一个 x 对应两个 y→不是

多解展示：

解法一（用定义判断）：(1)是，(2)不是，(3)不是

解法二（画图判断——垂线测试）：(2)垂线与图像交于两点

归一提炼：判断是否为函数，就看“一个 x 是否只对应一个 y”。

思维点拨：函数的本质是“对应关系”，不是“式子”。

例 2 用三种方式表示同一个函数

题目：一辆汽车以 60km/h 的速度匀速行驶，时间为 t 小时，路程为 s。（1）写关系式；

（2）列表；（3）画图像。

思维路径拆解：

看到“三种方式”→解析式、表格、图像

关系式：s=60t

表格：t=1,2,3,4,5→s=60,120,180,240,300

图像：在坐标系中标点连线

多解展示：

解析式：s=60t

表格：t→1,2,3,4,5；s→60,120,180,240,300

图像：一条过原点的直线

归一提炼：同一个函数有三种“面孔”——解析式、表格、图像。三种方式各有优势。

思维点拨：能在这三种方式之间自由切换，就是“数形结合”的基础。

例 3 从图像中读取信息——分段分析

题目：某学生从家出发去学校，图像显示路程与时间的关系：前 5 分钟走了 400 米，

停了 2 分钟，最后 3 分钟走了 300 米。描述整个过程。

思维路径拆解：

看到图像分段→分段分析每段的“陡峭程度” 

0-5 分钟：路程增加→行走

5-7 分钟：路程不变→停止

7-10 分钟：路程增加→行走

多解展示：

0-5 分钟：速度 80m/min

5-7 分钟：速度 0

7-10 分钟：速度 100m/min

归一提炼：函数图像是“用图形说话”——横轴代表自变量，纵轴代表因变量。

三、思维训练

1. 判断：圆的面积 S 与半径 r 是不是函数关系？为什么？

2. 画出 y=x+1 的图像，并说出当 x 增大时 y 如何变化。

3. 给出一张温度变化折线图，读出最高温、最低温、变化趋势。

4. 某商品单价为 5 元，购买数量为 x，总价为 y，写出函数关系式。

5. 判断：y=x²和 y²=x，哪个是函数？为什么？

四、易错警示

函数不一定是解析式

一个 x 对应多个 y 不是函数

注意自变量 x 的取值范围

五、本章归一

核心思维模型：函数=变量之间的对应关系。解析式、表格、图像是函数的三种“语言”，

三者可互译。

思维工具：函数判断两步法+三式互译法

第 26 课 平面直角坐标系——数与形的桥梁

一、学习指导

26.1 平面直角坐标系——数与形的“翻译器” 

平面上的点和有序实数对一一对应。坐标架起了代数和几何的桥梁。

26.2 象限与点的坐标特征



26.3 坐标轴上点的特征



x 轴上的点：y=0



y 轴上的点：x=0



原点：x=0，y=0

思维工具：坐标特征判断三步法

1. 看 x 的正负→确定左右

2. 看 y 的正负→确定上下

3. 合并→确定所在象限或坐标轴

二、例题精讲

例 1 点的坐标与象限——判断位置

题目：点 P(2a−1, a+3)在第二象限，求 a 的取值范围。

思维路径拆解：

看到“第二象限”→x<0，y>0

2a−1<0→a<0.5

a+3>0→a>−3

合并：−3<a<0.5

多解展示：

解法一（列不等式组）：{2a−1<0, a+3>0}→−3<a<0.5

解法二（取特殊值验证）

归一提炼：坐标符号与象限的对应关系是解题的基础工具。

例 2 对称点的坐标——关于轴、原点对称

题目：点 A(3,−2)关于 x 轴、y 轴、原点对称的点的坐标分别是什么？

思维路径拆解：

关于 x 轴对称→x 不变，y 变号→(3,2)

关于 y 轴对称→x 变号，y 不变→(−3,−2)

关于原点对称→x、y 都变号→(−3,2)

多解展示：

关于 x 轴：(3,2)

关于 y 轴：(−3,−2)

关于原点：(−3,2)

归一提炼：对称的规律——关于哪条轴对称，哪个坐标不变。

例 3 两点间距离——利用坐标差

题目：在坐标系中，A(2,3)，B(−1,−1)，求 AB 的距离。

思维路径拆解：

看到两点距离→用两点间距离公式

AB=√[(−1−2)²+(−1−3)²]=√[9+16]=5

多解展示：

解法一（公式法）：√[(x₂−x₁)²+(y₂−y₁)²]=5

解法二（勾股定理）：构造直角三角形

归一提炼：两点间距离公式本质是勾股定理的坐标版本。

三、思维训练

1. 点 A(2,−3)在第几象限？

2. 点 P(a,b)在第四象限，则点 Q(−a,b)在第几象限？

3. 点 A(3,4)关于 x 轴的对称点坐标是什么？

4. 在坐标系中，A(1,2)，B(4,6)，求 AB 的距离。

5. 若点 P(m,n)在 x 轴上，则 n=；在 y 轴上，则 m=。

四、易错警示

象限符号记忆错误

对称点坐标规律记混

距离公式中坐标相减的顺序不影响结果

五、本章归一

核心思维模型：坐标系=数与形的桥梁。坐标让代数问题可视化。

思维工具：坐标特征判断三步法+对称规律记忆表

第 27 课 一次函数——最简单的函数模型

一、学习指导

27.1 一次函数——y=kx+b（k≠0）

k 决定“陡峭程度”（斜率）

b 决定“上下位置”（截距）

27.2 待定系数法求解析式

已知函数类型（如一次函数 y=kx+b），代入两组对应值，解出 k、b。

27.3 一次函数与方程、不等式的关系

一次函数 y=kx+b 与 x 轴的交点→方程 kx+b=0 的解

一次函数图像在 x 轴上方的部分→kx+b>0 的解集

思维工具：一次函数研究三步法

1. 看 k 的符号→判断增减性

2. 看 b 的值→判断与 y 轴交点

3. 综合→描述函数的整体性质

二、例题精讲

例 1 一次函数的图象与性质——k 和 b 决定一切

题目：画出 y=2x−1 的图象，并说出它的性质。

思维路径拆解：

看到一次函数→找两个点画直线

x=0 时 y=−1→过(0,−1)

x=1 时 y=1→过(1,1)

多解展示：

解法一（列表描点法）：过(0,−1)和(1,1)

解法二（利用 k 和 b 直接画）：过(0,b)，斜率 k

归一提炼：所有一次函数都是 y=kx+b 这一个模型——k 和 b 决定了一切。

例 2 待定系数法——知两点求解析式

题目：一次函数过(1,3)和(−1,−1)，求解析式。

思维路径拆解：



看到“过两点”→代入 y=kx+b



{k+b=3, −k+b=−1}



相加：2b=2→b=1，k=2

多解展示：

解法一（列方程组）：{k+b=3, −k+b=−1}→k=2，b=1→y=2x+1

解法二（用斜率公式）：k=(3−(−1))/(1−(−1))=2→代点求 b 归一提炼：待定系数法是求函数解析式的通用方法。

例 3 用图象解方程——三位一体

题目：用图象求方程 2x−1=0 的解。

思维路径拆解：

看到“用图象”→画出 y=2x−1

与 x 轴交点→y=0→2x−1=0

多解展示：

解法一（图象法）：与 x 轴交于(0.5,0)→x=0.5

解法二（代数法）：直接解 2x−1=0→x=0.5

归一提炼：方程、不等式、函数是“三位一体”的——方程的解是图象与 x 轴的交点。

三、思维训练

1. 画出 y=−3x+2 的图象，并说出 k 和 b 对图象的影响。

2. 已知一次函数过(0,4)和(2,8)，求解析式。

3. 用图象求方程−2x+4=0 的解。

4. 一次函数 y=kx+b 的图像过第一、二、四象限，判断 k 和 b 的符号。

5. 已知一次函数 y=(m−2)x+3，当 m 为何值时，y 随 x 增大而增大？

四、易错警示

k 是斜率，不是与 x 轴的交点

b 是纵截距，不是与 y 轴的交点？是！

待定系数法时解方程组要仔细

五、本章归一

核心思维模型：一次函数=最简单的函数模型。方程、不等式、函数“三位一体”。

思维工具：一次函数研究三步法+待定系数法

第 11 单元 三角形——几何证明的起点

第 28 课 三角形内角和——猜→证→拓

一、学习指导

28.1 三角形内角和——猜→证→拓

大多数老师直接告诉学生“三角形内角和等于 180°”，然后让学生记住。但真正教思维的

方法是——让学生自己猜、自己证、自己拓。

猜：用量角器量几个三角形，猜内角和是多少

证：用平行线性质证明

拓：四边形呢？五边形呢？n 边形呢？

28.2 证明方法——作平行线转化

通过作平行线，把三角形的三个内角“搬运”到一条直线上，变成平角。

28.3 从特殊到一般——数学归纳法的雏形

从三角形到四边形到 n 边形，规律是(n−2)×180°。

思维工具：探究式思维三步法

1. 猜→观察特例，提出猜想

2. 证→用已有知识证明

3. 拓→推广到更一般的情况

二、例题精讲

例 1 三角形内角和 180°的证明

题目：证明三角形内角和等于 180°。

思维路径拆解：

看到“证明”→需要构造辅助线

作平行线→把三个角转移到一起

多解展示：

证 法 一 （ 过 顶 点 作 平 行 线 ）： 过 A 作 DE∥BC→∠DAB=∠B ，

∠EAC=∠C→∠A+∠B+∠C=180°

证 法 二 （ 延 长 一 边 作 平 行 线 ）： 延 长 BC 到 D ， 作 CE∥AB→∠1=∠A ，

∠2=∠B→∠ACB+∠1+∠2=180°

归一提炼：平行线是“搬运角”的工具——通过平行线可以把角转移到需要的位置。

例 2 多边形内角和公式——从三角形出发

题目：四边形、五边形的内角和分别是多少？n 边形呢？

思维路径拆解：

看到多边形→分割成三角形

四边形→2 个三角形→2×180°=360°

五边形→3 个三角形→3×180°=540°

n 边形→(n−2)个三角形→(n−2)×180°

多解展示：

四边形可分成 2 个三角形→360°

五边形可分成 3 个三角形→540°

n 边形可分成(n−2)个三角形→(n−2)×180°

归一提炼：多边形内角和公式(n−2)×180°可以通过“分割成三角形”来推导。

例 3 三角形内角和的应用

题目：在△ABC 中，∠A=40°，∠B 比∠C 大 20°，求∠B 和∠C。

思维路径拆解：

看到两个未知角→设∠C=x，∠B=x+20

∠A+∠B+∠C=180°

40+(x+20)+x=180→2x=120→x=60

多解展示：

解法一（列方程）：设∠C=x→40+(x+20)+x=180→∠C=60°，∠B=80°

解法二（先求∠B+∠C=140°，再分配）

归一提炼：三角形内角和是解决角度问题的核心工具。

三、思维训练

1. 在△ABC 中，∠A=50°，∠B=70°，求∠C。

2. 一个三角形的三个内角之比为 2:3:4，求各角度数。

3. 已知一个多边形的内角和是 1080°，求它的边数。

4. 在△ABC 中，∠A=∠B+∠C，求∠A 的度数。

5. 一个 n 边形的每个内角都等于 150°，求 n。

四、易错警示

辅助线作图要规范

多边形分割成三角形时不要遗漏或重复

五、本章归一

核心思维模型：三角形内角和=180°。多边形问题可以通过“分割成三角形”来解决。

思维工具：探究式思维三步法（猜→证→拓）

第 29 课 全等三角形——判定与证明

一、学习指导

29.1 全等三角形的判定



29.2 证明的思路——从结论倒推

证明两个三角形全等，先看要证明什么，再看缺什么条件，最后找什么。

29.3 全等三角形的性质

对应边相等，对应角相等——这是证明线段相等、角相等的重要工具。

思维工具：全等证明四步法

1. 看图找已知条件

2. 判断用哪种判定方法

3. 找缺失的条件

4. 写出证明过程

二、例题精讲

例 1 证明三角形全等——ASA 判定

题目：已知 AB=DE，∠A=∠D，∠B=∠E，求证△ABC≌△DEF。

思维路径拆解：

看到“证明全等”→选判定方法

已知两角及其夹边→ASA

已知：∠A=∠D，∠B=∠E，AB=DE（夹边）

证明：在△ABC 和△DEF 中，∠A=∠D，AB=DE，∠B=∠E→△ABC≌△DEF（ASA）

归一提炼：证明的关键是“匹配”——找到对应的边和角。

例 2 证明三角形全等——SAS 判定

题目：已知 AB=AC，AD 是∠BAC 的平分线，求证 BD=CD。

思维路径拆解：

看到“证明 BD=CD”→找两个三角形全等

∠BAD=∠CAD，AB=AC，AD 公共边→SAS

△ABD≌△ACD→BD=CD

证明：在△ABD 和△ACD 中，AB=AC，∠BAD=∠CAD，AD=AD→△ABD≌△ACD（SAS）

→BD=CD

归一提炼：全等三角形是证明线段相等、角相等的有力工具。

例 3 利用全等证明平行

题目：如图，在四边形 ABCD 中，AB=CD，AD=BC，求证 AB∥CD。

思维路径拆解：

看到“证明平行”→找内错角相等→找全等三角形

连接 BD→△ABD 和△CDB

AB=CD，AD=BC，BD 公共边→SSS

∠ABD=∠CDB→内错角相等→AB∥CD

多解展示：

解法一（连接 BD 证全等）：△ABD≌△CDB→∠ABD=∠CDB→AB∥CD

解法二（连接 AC 证全等）

归一提炼：全等三角形不仅可以证边相等，还可以证角相等→证平行或垂直。

三、思维训练

1. 如图，已知 AB=AC，∠B=∠C，求证△ABD≌△ACD。

2. 如图，已知 AD 是△ABC 的中线，AB=AC，求证 AD⊥BC。

3. 如图，已知 AB=CD，∠A=∠D，∠B=∠C，求证△ABC≌△DCB。

4. 判断：两个等腰三角形一定全等吗？为什么？

5. 如图，在△ABC 中，AB=AC，D 是 BC 中点，求证 AD 平分∠BAC。

四、易错警示

判定方法用错（如两边及其中一边对角不能判定全等）

对应顶点不对应

五、本章归一

核心思维模型：全等三角形=形状和大小完全相同的三角形。判定的本质是“确定一个

三角形的条件”。

思维工具：全等证明四步法+判定方法对照表

第 30 课 等腰三角形与轴对称

一、学习指导

30.1 等腰三角形的性质

1. 两腰相等

2. 两底角相等（等边对等角）

3. 三线合一（顶角平分线、底边上的中线、底边上的高互相重合）

30.2 轴对称——图形的对称性

等腰三角形是轴对称图形，对称轴是顶角平分线所在的直线。

30.3 从轴对称的角度理解等腰三角形

把等腰三角形沿对称轴折叠，左右两部分完全重合——这是“三线合一”的直观解释。

思维工具：等腰三角形性质应用三步法

1. 看到等腰→两腰相等，两底角相等

2. 看到顶角平分线→想到三线合一

3. 综合运用边、角、线的关系

二、例题精讲

例 1 等腰三角形的性质——等边对等角

题目：在△ABC 中，AB=AC，∠A=40°，求∠B 和∠C。

思维路径拆解：



看到 AB=AC→等腰三角形



∠B=∠C



∠A+∠B+∠C=180°→40°+2∠B=180°

多解展示：

解法一（列方程）：40+2∠B=180→∠B=70°，∠C=70°

解法二（先算∠B+∠C=140°，再平分）

归一提炼：等腰三角形的两个底角相等——这是最常用的性质。

例 2 三线合一——顶角平分线、中线、高合一

题目：在△ABC 中，AB=AC，AD 是 BC 边上的中线，求证 AD⊥BC。

思维路径拆解：

看到“AB=AC”+“中线”→三线合一

等腰三角形底边上的中线→也是高

多解展示：

证法一（用 SSS 证全等）：△ABD≌△ACD→∠ADB=∠ADC=90°

证法二（直接用三线合一性质）

归一提炼：等腰三角形“三线合一”是解决等腰三角形问题的最重要工具。

例 3 等边三角形——特殊的等腰

题目：在等边三角形 ABC 中，求∠A、∠B、∠C。

思维路径拆解：

看到“等边”→三个角都相等

∠A=∠B=∠C=180°÷3=60°

解：每个角都是 60°。

归一提炼：等边三角形是特殊的等腰三角形——三边相等，三角相等，每个角 60°。

三、思维训练

1. 在等腰三角形 ABC 中，AB=AC，∠B=70°，求∠A 和∠C。

2. 在等腰三角形中，一个角为 80°，求另外两个角。

3. 等边三角形的周长为 18cm，求边长。

4. 如图，AB=AC，AD⊥BC，求证 BD=CD。

5. 已知等腰三角形的一个内角为 40°，求另两个角（注意分类讨论）。

四、易错警示

等腰三角形中顶角和底角的区分

等边三角形是特殊的等腰三角形

三线合一的前提是等腰三角形

五、本章归一

核心思维模型：等腰三角形=轴对称图形。对称性带来边和角的相等关系。

思维工具：等腰三角形性质应用三步法+分类讨论思想

第 12 单元 勾股定理——数形结合的典范

第 31 课 勾股定理的发现与证明

一、学习指导

31.1 勾股定理——直角三角形两直角边的平方和等于斜边的平方

a²+b²=c²

31.2 勾股定理的证明——面积法

用四个全等的直角三角形拼成一个正方形，通过面积计算证明 a²+b²=c²。

31.3 勾股定理的发现过程——从特殊到一般

通过观察 3-4-5、5-12-13 等特殊直角三角形，发现规律，再推广到一般直角三角形。

思维工具：勾股定理应用三步法

1. 判断是否为直角三角形

2. 确定斜边和直角边

3. 代入 a²+b²=c²求解

二、例题精讲

例 1 勾股定理的直接应用——已知两边求第三边

题目：直角三角形两直角边分别为 3 和 4，求斜边。

思维路径拆解：

看到“直角三角形”→勾股定理

a=3，b=4，c 为斜边

c²=3²+4²=25

多解展示：

解法一（直接用定理）：c²=9+16=25→c=5

解法二（记住 3-4-5 勾股数）

归一提炼：勾股定理是“已知两边求第三边”的工具。

例 2 勾股定理的应用——已知斜边和一直角边

题目：直角三角形斜边为 13，一直角边为 5，求另一直角边。

思维路径拆解：

看到“直角三角形”→勾股定理

c=13，a=5，b 为另一直角边

5²+b²=13²→b²=144

解：b=12。

归一提炼：勾股定理可以已知任意两边求第三边。

例 3 勾股定理证明——面积法

题目：用面积法证明勾股定理 a²+b²=c²。

思维路径拆解：

看到“面积法”→拼图

用四个全等直角三角形拼正方形

从两种方法计算面积→相等

多解展示：

证法一（赵爽弦图）：大正方形面积=c²=(a−b)²+4×1/2ab→c²=a²+b²

证法二（毕达哥拉斯证法）

归一提炼：面积法是几何证明的重要方法——同一个图形用不同方式计算面积，结果

相等。

三、思维训练

1. 直角三角形两直角边分别为 5 和 12，求斜边。

2. 直角三角形斜边为 10，一直角边为 6，求另一直角边。

3. 一个直角三角形的三边之比为 3:4:5，若斜边为 15，求两直角边。

4. 判断：三边分别为 6、8、10 的三角形是否为直角三角形。

5. 已知直角三角形两直角边之和为 14，斜边为 10，求两直角边。

四、易错警示

分清斜边和直角边

勾股定理只适用于直角三角形

计算平方根时注意正负（边长取正）

五、本章归一

核心思维模型：勾股定理=直角三角形三边关系的定量描述。是数形结合的典范。

思维工具：勾股定理应用三步法+面积法证明思想

第 32 课 勾股定理的应用

一、学习指导

32.1 勾股定理的逆定理

如果三角形三边满足 a²+b²=c²，则这个三角形是直角三角形。

32.2 勾股定理的应用场景

求距离

判断直角三角形

解决实际问题（梯子、旗杆、最短路径等）

32.3 勾股数——常见勾股数要熟记

3-4-5，5-12-13，6-8-10，7-24-25，8-15-17，9-12-15

思维工具：实际问题建模三步法

1. 把实际问题转化为直角三角形模型

2. 用勾股定理列方程

3. 求解并检验

二、例题精讲

例 1 勾股定理的逆定理——判断三角形形状

题目：判断三边分别为 5、12、13 的三角形是否为直角三角形。

思维路径拆解：

看到“判断是否为直角三角形”→用逆定理

5²+12²=25+144=169=13²

多解展示：

解法一（用逆定理）：5²+12²=13²→是直角三角形

解法二（画图验证）

归一提炼：勾股定理的逆定理是“已知三边判定直角三角形”的工具。

例 2 最短路径问题——展开图法

题目：一只蚂蚁从长方体一个顶点爬到对角顶点，长方体的长、宽、高分别为 3、4、5，

求最短路径。

思维路径拆解：

看到“最短路径”→展开平面→用勾股定理

有三种展开方式，取最小值

多解展示：

展开方式 1：√[(3+4)²+5²]=√74

展开方式 2：√[(3+5)²+4²]=√80

展开方式 3：√[(4+5)²+3²]=√90

最小值=√74

归一提炼：空间最短路径问题通过“展开”转化为平面问题。

例 3 实际应用——梯子问题

题目：一架 5m 长的梯子靠在墙上，底端离墙底 3m，求梯子顶端离地面的高度。

思维路径拆解：

看到“梯子靠墙”→直角三角形模型

梯子=斜边=5，底端离墙=一直角边=3

高度=另一直角边

解：h=√(5²−3²)=√16=4m

归一提炼：实际问题→几何模型→勾股定理→求解。

三、思维训练

1. 判断三边分别为 8、15、17 的三角形是否为直角三角形。

2. 旗杆底部离地面 3m 处折断，顶端落在地面上距旗杆底部 4m 处，求旗杆原高

度。

3. 长方形长 8cm，宽 6cm，求对角线长度。

4. 一只蚂蚁在圆柱表面爬行，求最短路径（展开图法）。

5. 已知一个三角形三边为 a、b、c，a²+b²=25，c=5，判断三角形形状。

四、易错警示

逆定理中三边需满足 a²+b²=c²，其中 c 为最大边

实际问题中单位要统一

最短路径问题要展开平面

五、本章归一

核心思维模型：勾股定理=直角三角形的“身份证”。正定理用于求边，逆定理用于判形。

思维工具：实际问题建模三步法+勾股数记忆表
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