
        
            
        
    
常菁柚. 归一思维 · 初中数学
九年级

（内部资料）

九年级·综合贯通与应试智慧

第 13 单元 一元二次方程——降次思想

第 33 课 四种解法——什么时候用哪种

一、学习指导

33.1 四种解法

1. 直接开平方法：形如 x²=a（a≥0）——最简单

2. 配方法：所有一元二次方程都可用——但计算量大

3. 公式法：所有一元二次方程都可用——最通用

4. 因式分解法：能分解时最快——首选

33.2 解法选择优先级

先看能否因式分解→能则用；不能则用公式法。

33.3 降次思想——一元二次方程解法的统一本质

所有解法都是为了“降次”——把二次降为一次。因式分解法把二次式化为两个一

次式的乘积；开方法把 x²化为 x；配方法把(x−h)²=k 化为一次。

思维工具：解法选择四步法

1. 看是否缺项→缺项用开方或提公因式

2. 看能否十字相乘→能用则用

3. 看系数是否适合配方→能用则用

4. 以上都不行→公式法

二、例题精讲

例 1 一题多解——四种方法解同一方程

题目：解方程 x²−5x+6=0

思维路径拆解：

看到 x²−5x+6→二次三项式

优先尝试因式分解

多解展示：

解法一（因式分解法）：(x−2)(x−3)=0→x=2 或 x=3

解法二（公式法）：Δ=25−24=1，x=(5±1)/2=3 或 2

解法三（配方法）：(x−5/2)²=1/4→x=3 或 2

解法四（十字相乘法）：(x−2)(x−3)=0

归一提炼：四种解法得到同一个答案——因为它们解的是同一个方程。优先尝

试因式分解法，最快。

例 2 公式法——通用解法

题目：用公式法解方程 2x²−4x−1=0

思维路径拆解：

看到“公式法”→a=2，b=−4，c=−1

Δ=b²−4ac=16+8=24

x=(4±√24)/4

多解展示：

解法一（公式法）：x=(4±2√6)/4=(2±√6)/2

解法二（配方法）：2(x−1)²=3→x=1±√(3/2) 归一提炼：公式法适用于所有一元二次方程，是“万能钥匙”。

例 3 因式分解法——首选方法

题目：解方程 x²−3x=0

思维路径拆解：

看到“x²−3x”→提公因式 x

x(x−3)=0

多解展示：

解法一（因式分解法）：x(x−3)=0→x=0 或 x=3

解法二（公式法）：a=1，b=−3，c=0→Δ=9→x=0 或 3

归一提炼：缺常数项的方程优先用因式分解法——直接提公因式。

三、思维训练

1. 用因式分解法解：x²−7x+12=0

2. 用公式法解：3x²−2x−1=0

3. 用配方法解：x²−6x+4=0

4. 用直接开平方法解：(x−1)²=16

5. 解方程：2x²−8x=0

四、易错警示

因式分解法不能漏根（x=0 的情况）

公式法中 a、b、c 的符号要正确

配方法中两边同时加同一个数

五、本章归一

核心思维模型：一元二次方程=降次（化为一次方程）。四种解法本质都是“降次”。

思维工具：解法选择四步法+降次思想

第 34 课 判别式——不求解而知根

一、学习指导

34.1 判别式Δ=b²−4ac

Δ>0：两个不相等的实数根

Δ=0：两个相等的实数根

Δ<0：没有实数根

34.2 判别式的应用

判断根的情况

求参数取值范围

证明根的性质

34.3 判别式的拓展——二次函数图像

判别式与二次函数图像与 x 轴交点的对应关系：

Δ>0→抛物线与 x 轴交于两点

Δ=0→抛物线与 x 轴交于一点（顶点在 x 轴上）

Δ<0→抛物线与 x 轴无交点

思维工具：判别式应用三步法

1. 确定 a、b、c 的值

2. 计算Δ

3. 根据Δ符号判断根的情况

二、例题精讲

例 1 判别式的直接应用——判断根的情况

题目：判断方程 x²−2x+3=0 的根的情况。

思维路径拆解：

看到“判断根的情况”→算Δ

a=1，b=−2，c=3

Δ=4−12=−8<0

多解展示：

解法一（算Δ）：Δ=−8<0→无实数根

解法二（配方）：(x−1)²+2=0→无实数根

归一提炼：判别式决定根的情况——不需求根就能判断。

例 2 判别式求参数范围

题目：k 取何值时，方程 x²−2x+k=0 有两个不相等的实数根？

思维路径拆解：

看到“两个不相等的实数根”→Δ>0

Δ=4−4k>0

多解展示：

解法一（Δ>0）：4−4k>0→k<1

解法二（配方法）：(x−1)²=1−k→要有两不等实根→1−k>0→k<1

归一提炼：含参方程中，根据根的情况列不等式求参数范围。

例 3 判别式的拓展——与二次函数图像的关系

题目：二次函数 y=x²−2x+k 的图像与 x 轴有两个交点，求 k 的取值范围。

思维路径拆解：

看到“与 x 轴有两个交点”→Δ>0

Δ=4−4k>0→k<1

多解展示：

解法一（判别式法）：Δ>0→k<1

解法二（配方法）：y=(x−1)²+k−1→要有两个零点→k−1<0→k<1

归一提炼：判别式是连接一元二次方程和二次函数的桥梁。

三、思维训练

1. 判断方程 2x²−3x+1=0 的根的情况。

2. 当 m 为何值时，方程 x²−4x+m=0 有实数根？

3. 当 k 为何值时，方程 x²+2kx+1=0 有两个不相等的实数根？

4. 二次函数 y=x²+4x+m 与 x 轴无交点，求 m 的取值范围。

5. 求证：方程 x²−(m+2)x+4=0 一定有实数根（提示：证明Δ≥0）。

四、 易错警示

Δ<0 表示无实数根（不是无解）

Δ≥0 表示有实数根（两个相等或两个不等）

含参方程的 a 要判断是否为 0

五、本章归一

核心思维模型：判别式=根的“天气预报”。不求解也能知道根的情况。

思维工具：判别式应用三步法+判别式与图像对应关系

第 35 课 韦达定理——根与系数的关系

一、学习指导

35.1 韦达定理

x₁+x₂=−b/a，x₁·x₂=c/a

35.2 对称式求值

x₁²+x₂²=(x₁+x₂)²−2x₁x₂

1/x₁+1/x₂=(x₁+x₂)/(x₁x₂)

(x₁−x₂)²=(x₁+x₂)²−4x₁x₂

35.3 韦达定理的逆用

已知两根之和与积，构造一元二次方程：

x²−(x₁+x₂)x+x₁x₂=0

思维工具：韦达定理应用三步法

1. 写出 x₁+x₂和 x₁x₂的表达式

2. 将所求式子用对称式表示

3. 代入求值

二、例题精讲

例 1 韦达定理的直接应用——求对称式的值

题目：已知方程 x²−3x+1=0 的两根为 x₁、x₂，求 x₁²+x₂²。

思维路径拆解：

看到“两根”→韦达定理

x₁+x₂=3，x₁x₂=1

x₁²+x₂²=(x₁+x₂)²−2x₁x₂

多解展示：

解法一（韦达定理）：x₁²+x₂²=9−2=7

解法二（直接解方程再代入）

归一提炼：韦达定理是“不解方程而研究根”的工具。

例 2 韦达定理的综合应用——求含参数的对称式

题目：已知方程 x²−(m+2)x+2m=0 的两根为 x₁、x₂，且 x₁²+x₂²=5，求 m。

思维路径拆解：

看到“x₁²+x₂²=5”→用韦达定理表示

x₁+x₂=m+2，x₁x₂=2m

x₁²+x₂²=(m+2)²−4m=5

多解展示：

解法一（韦达定理）：(m+2)²
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