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高三卷：系统重构与应试智慧

第 15 章 导数及其应用

第 55 课 导数的概念——瞬时变化率

一、学习指导

55.1 导数是什么？

导数是函数在某一点处的“瞬时变化率”。

比如：速度是位移对时间的导数——速度告诉你“每走一步，位置变化多少”。

55.2 导数的定义

f'(x₀)=lim(Δx→0)[f(x₀+Δx)−f(x₀)]/Δx 55.3 导数的几何意义

导数 f'(x₀)是函数图像在点(x₀,f(x₀))处切线的斜率。

思维工具：导数的“三重身份” 

1. 代数：极限定义的数值

2. 几何：切线的斜率

3. 物理：瞬时变化率

二、例题精讲

例 1 导数的几何意义

题目：求函数 f(x)=x²在 x=2 处的导数，并说明其几何意义。

思维路径拆解：

f'(2)=lim(Δx→0)[(2+Δx)²−4]/Δx=lim(Δx→0)(4+4Δx+Δx²−4)/Δx=lim(Δx→0)(4+Δ

x)=4

几何意义：曲线 y=x²在 x=2 处切线的斜率为 4

归一提炼：导数=切线的斜率——这是导数最直观的几何意义。

思维点拨：导数描述的是函数在某一点的“变化趋势”。

例 2 用定义求导数

题目：用定义求函数 f(x)=3x−2 的导数。

思维路径拆解：

f'(x)=lim(Δx→0)[3(x+Δx)−2−(3x−2)]/Δx

=lim(Δx→0)(3Δx/Δx)=3

归一提炼：一次函数的导数是常数——等于斜率。

三、思维训练

1. 求 f(x)=2x+1 在 x=3 处的导数。

2. 导数 f'(x₀)的几何意义是什么？

3. 用定义求 f(x)=x³在 x=1 处的导数。

4. 为什么速度是位移的导数？

5. 导数的物理意义是什么？

四、本章归一

核心思维模型：导数=瞬时变化率=切线斜率。导数是函数在一点处的“变化速度”。

思维工具：定义法求导数+几何意义法

第 56 课 导数的运算——求导法则

一、学习指导

56.1 基本初等函数的导数

(C)'=0（常数）

(xⁿ)'=nxⁿ⁻¹

(sinx)'=cosx

(cosx)'=−sinx

(eˣ)'=eˣ

(lnx)'=1/x

56.2 导数的四则运算法则

(u+v)'=u'+v' 

(u−v)'=u'−v' 

(uv)'=u'v+uv' 

(u/v)'=(u'v−uv')/v²（v≠0）

56.3 链式法则——复合函数求导

(f(g(x)))'=f'(g(x))·g'(x)

思维工具：求导“分层法” 

先看外层函数，再乘以内层函数的导数

逐层求导，逐层相乘

二、例题精讲

例 1 基本导数公式的应用

题目：求 f(x)=x⁵−3x²+2x−7 的导数。

思维路径拆解：

f'(x)=5x⁴−6x+2

归一提炼：多项式求导——每一项分别求导。

思维点拨：常数的导数为 0，x 的导数为 1。

例 2 乘积法则

题目：求 f(x)=x²sinx 的导数。

思维路径拆解：

f'(x)=(x²)'sinx+x²(sinx)'=2xsinx+x²cosx 归一提炼：乘积法则——“前导后不导+前不导后导”。

例 3 链式法则

题目：求 f(x)=(2x+1)³的导数。

思维路径拆解：

外层：u³，内层：u=2x+1

f'(x)=3(2x+1)²·2=6(2x+1)²

归一提炼：链式法则——“外层求导×内层求导”。

三、思维训练

1. 求 f(x)=x⁴−2x³+5x 的导数。

2. 求 f(x)=x²cosx 的导数。

3. 求 f(x)=(x²+1)⁵的导数。

4. 求 f(x)=e²ˣ的导数。

5. 求导的链式法则是什么？

四、本章归一

核心思维模型：求导=按规则计算。基本公式+四则运算法则+链式法则。

思维工具：分层求导法（复合函数）+乘积/商法则记忆口诀

第 57 课 导数在研究函数中的应用——单调性、极值、最值

一、学习指导

57.1 用导数判断单调性

f'(x)>0→函数单调递增

f'(x)<0→函数单调递减

f'(x)=0→驻点（可能是极值点）

57.2 用导数求极值

1. 求导数 f'(x)

2. 令 f'(x)=0，求驻点

3. 判断驻点两侧导数的符号

o 左正右负→极大值

o 左负右正→极小值

o 左右同号→不是极值

57.3 用导数求最值

在闭区间[a,b]上连续的函数一定有最大值和最小值：

1. 求所有极值点的函数值

2. 求端点值 f(a)、f(b)

3. 比较→最大/最小

思维工具：导数应用三步法

1. 求导→f'(x)

2. 找驻点→f'(x)=0

3. 判符号→确定单调性和极值

二、例题精讲

例 1 用导数判断单调性

题目：判断函数 f(x)=x³−3x 在 R 上的单调性。

思维路径拆解：

f'(x)=3x²−3=3(x−1)(x+1)

f'(x)>0 时 x>1 或 x<−1→递增

f'(x)<0 时−1<x<1→递减

归一提炼：导数符号决定函数单调性——正号递增，负号递减。

例 2 求极值

题目：求 f(x)=x³−3x 的极值。

思维路径拆解：

f'(x)=3x²−3=3(x−1)(x+1)

驻点 x=±1

x<−1：f'(x)>0；−1<x<1：f'(x)<0→x=−1 为极大值点

x=1 处左负右正→极小值点

f(−1)=2（极大值），f(1)=−2（极小值）

归一提炼：极值判断的符号法——左正右负极大，左负右正极小。

例 3 求闭区间上的最值

题目：求 f(x)=x³−3x 在[−2,2]上的最大值和最小值。

思维路径拆解：

f'(x)=3(x−1)(x+1)，驻点 x=±1

f(−2)=−8+6=−2，f(−1)=2，f(1)=−2，f(2)=8−6=2

最大值为 2（x=−1 或 2），最小值为−2（x=−2 或 1）

归一提炼：闭区间最值=比较所有极值点和端点的函数值。

三、思维训练

1. 判断 f(x)=x²−4x+3 的单调性。

2. 求 f(x)=x²−4x+3 的极值。

3. 求 f(x)=x³−3x²+2 在[−1,3]上的最大值和最小值。

4. 为什么导数为 0 的点不一定是极值点？

5. 用导数求极值的步骤是什么？

四、本章归一

核心思维模型：导数=研究函数性质的工具。导数符号决定单调性，驻点决定极值。

思维工具：导数应用三步法（求导→找驻点→判符号）+闭区间最值比较法

第 58 课 导数的综合应用——函数、方程、不等式

一、学习指导

58.1 用导数研究方程的根

研究函数 f(x)的单调性和极值→判断方程 f(x)=0 的根的个数

结合零点存在定理：单调区间内最多有一个零点

58.2 用导数证明不等式

构造函数 F(x)=f(x)−g(x)

证明 F(x)≥0（或≤0）

用导数研究 F(x)的单调性和最小值

58.3 用导数解决实际问题

建立函数模型

用导数求最值

思维工具：导数综合应用三步法

1. 构造函数

2. 求导研究单调性

3. 结合端点和极值得出结论

二、例题精讲

例 1 用导数判断方程根的数量

题目：讨论方程 x³−3x+1=0 的实根个数。

思维路径拆解：

设 f(x)=x³−3x+1，f'(x)=3x²−3=3(x−1)(x+1) 极大值 f(−1)=3，极小值 f(1)=−1

当 x→−∞，f(x)→−∞；当 x→+∞，f(x)→+∞

极大值>0，极小值<0→三个实根

归一提炼：用导数研究极值，结合零点存在定理判断根的个数。

例 2 用导数证明不等式

题目：证明 eˣ≥x+1（x∈R）。

思维路径拆解：

设 f(x)=eˣ−x−1，f'(x)=eˣ−1

f'(x)=0→x=0，f(0)=0

x<0 时 f'(x)<0→递减；x>0 时 f'(x)>0→递增

f(x)≥f(0)=0→eˣ≥x+1

归一提炼：用导数证明不等式的关键是构造合适的函数。

例 3 导数的实际应用

题目：某商品生产成本与产量的函数关系为 C(x)=x²+2x+10，销售价格恒为 10 元/件，

求利润最大化时的产量。

思维路径拆解：

利润 L(x)=10x−(x²+2x+10)=−x²+8x−10

L'(x)=−2x+8，L'(x)=0→x=4

最大利润 L(4)=−16+32−10=6

归一提炼：实际问题→数学模型→导数求最值。

三、思维训练

1. 讨论方程 x³−3x+1=0 的根的情况。

2. 证明 lnx≤x−1（x>0）。

3. 某商品利润函数 L(x)=−2x²+12x−5，求最大利润及对应产量。

4. 为什么导数可以用于证明不等式？

5. 导数在解决实际问题中最常见的应用是什么？

四、本章归一

核心思维模型：导数是研究函数性质、方程根、不等式的通用工具——研究变化率，

洞察全局。

思维工具：构造函数法+极值比较法+零点存在定理

第 16 章 极限

第 59 课 极限——从有限到无限

一、学习指导

59.1 极限是什么？

极限描述的是“一个量无限接近某个值”的过程。

比如：当 n 越来越大时，1/n 越来越接近 0——我们说“1/n 的极限是 0”。

59.2 数列的极限

如果数列{aₙ}无限趋近于常数 A，则称 A 为数列{aₙ}的极限。

59.3 函数的极限

当 x 趋近于某个值时，f(x)趋近于某个常数——这就是函数的极限。

极限是微积分的基础。导数、积分都建立在极限概念之上。

思维工具：极限的“无限趋近”理解法

极限不是“到达”，是“无限接近” 

“极限为 0”不是“等于 0”，是“越来越接近 0” 

二、例题精讲

例 1 数列极限的直观理解

题目：数列 1,1/2,1/3,1/4,…的极限是什么？

思维路径拆解：

项越来越小，越来越接近 0

极限为 0

解：lim(n→∞)1/n=0

归一提炼：极限是“趋势”的描述——不是“到达”，是“无限接近”。

思维点拨：极限不是“最终等于”，是“无限趋近”。这是理解极限最关键的一点。

例 2 函数极限的直观理解

题目：当 x→∞时，函数 f(x)=1/x 的极限是什么？

解：lim(x→∞)1/x=0

归一提炼：函数极限与数列极限类似——描述的是“当自变量无限增大时，函数值的变

化趋势”。

三、思维训练

1. 数列 2,3/2,4/3,5/4,…的极限是什么？

2. 当 x→∞时，f(x)=1/x²的极限是什么？

3. 数列(−1)ⁿ的极限存在吗？为什么？

4. 极限和“最终等于”有什么区别？

5. 为什么极限是微积分的基础？

四、本章归一

核心思维模型：极限=无限趋近。极限是微积分的基石。

思维工具：无限趋近理解法（不“到达”，只“接近”）

第 60 课 数列的极限与函数的极限

一、学习指导

60.1 数列极限的运算

若 lim aₙ=A，lim bₙ=B：

lim(aₙ±bₙ)=A±B

lim(aₙbₙ)=AB

lim(aₙ/bₙ)=A/B（B≠0）

60.2 两种重要的极限

lim(n→∞)(1+1/n)ⁿ=e≈2.71828

60.3 函数极限与数列极限的关系

可以用数列极限来理解函数极限——x 趋近于 x₀时，f(x)趋近于 A。

思维工具：极限运算的“逐项求极限”法

和、差、积、商的极限等于极限的和、差、积、商

条件是各极限存在

二、例题精讲

例 1 数列极限的运算

题目：求 lim(n→∞)(2+1/n)。

思维路径拆解：

lim(2+1/n)=lim2+lim(1/n)=2+0=2

归一提炼：数列极限的运算可以“逐项”进行。

三、思维训练

1. 求 lim(n→∞)(3−1/n)。

2. 求 lim(n→∞)(1+1/n)²。

3. 求 lim(n→∞)(n+1)/n。

4. 两个重要极限分别是什么？

5. 数列极限和函数极限的关系是什么？

四、本章归一

核心思维模型：极限运算=逐项求极限。极限是研究“无限”的数学工具。

思维工具：逐项求极限法

第 17 章 概率与统计

第 61 课 随机事件的概率——古典概型

一、学习指导

61.1 概率——不确定性的量化

P(A)=事件 A 发生的结果数/所有可能的结果总数

61.2 古典概型的两个条件

1. 所有可能结果有限

2. 每个结果等可能

61.3 互斥事件与独立事件

互斥事件：A∩B=∅→P(A∪B)=P(A)+P(B)

独立事件：P(A∩B)=P(A)P(B)

思维工具：概率计算两步法

1. 计算总结果数

2. 计算有利结果数

3. P=有利/总数

二、例题精讲

例 1 古典概型

题目：掷一枚质地均匀的骰子，求掷出偶数的概率。

思维路径拆解：

所有可能结果 6 个

偶数有 2、4、6 共 3 个

P=3/6=1/2

归一提炼：概率=有利结果数/总结果数（每个结果等可能时）。

例 2 互斥事件的概率

题目：掷一枚骰子，求掷出 1 点或 2 点的概率。

思维路径拆解：

事件“掷出 1 点”和“掷出 2 点”互斥

P=1/6+1/6=1/3

归一提炼：互斥事件概率相加。

例 3 独立事件的概率

题目：掷一枚硬币两次，求两次都出现正面的概率。

思维路径拆解：

两次掷硬币相互独立

P=1/2×1/2=1/4

归一提炼：独立事件概率相乘。

三、思维训练

1. 从 1 到 10 中随机选一个数，求选到偶数的概率。

2. 掷两枚骰子，求点数和为 7 的概率。

3. 从 52 张扑克牌中随机抽一张，抽到红桃的概率。

4. 互斥事件和独立事件的区别是什么？

5. 古典概型需要满足什么条件？

四、本章归一

核心思维模型：概率=随机性的量化。古典概型 P=有利/总数。

思维工具：概率计算两步法+互斥事件加法+独立事件乘法

第 62 课 离散型随机变量的分布列

一、学习指导

62.1 随机变量

把随机试验的结果用数值表示的变量。

62.2 分布列

列出随机变量取每一个值的概率。

62.3 期望和方差

期望 E(X)=x₁p₁+x₂p₂+…+xₙpₙ（均值）

方差 D(X)=E[(X−E(X))²]（离散程度）

思维工具：分布列三要素

1. 随机变量的所有取值

2. 每个取值对应的概率

3. 概率之和等于 1（验证用）

二、例题精讲

例 1 分布列

题目：掷一枚骰子，用 X 表示掷出的点数，写出 X 的分布列。

思维路径拆解：

X 的取值：1,2,3,4,5,6

每个概率：1/6

归一提炼：分布列就是把随机变量的取值和对应概率列成表格。

例 2 期望的计算

题目：掷一枚骰子，求点数的期望。

思维路径拆解：

E(X)=1×1/6+2×1/6+…+6×1/6=3.5

归一提炼：期望是概率意义上的“平均值”。

三、思维训练

1. 写出掷两枚硬币时正面次数的分布列。

2. 求上题中正面次数的期望。

3. 期望和普通平均值的区别是什么？

4. 方差描述的是什么？

四、本章归一

核心思维模型：随机变量=把随机结果数值化。分布列是概率的“全貌”。

思维工具：分布列表格法+期望公式

第 63 课 统计——用数据说话

一、学习指导

63.1 统计的流程

收集数据→整理数据→描述数据→分析数据→得出结论

63.2 统计量的意义

平均数：数据的“中心” 

中位数：数据的“中间位置” 

众数：出现次数最多的数据

方差：数据的“离散程度” 

标准差：方差的平方根

63.3 统计思维的核心

从样本推断总体——用一部分数据推测整体情况。

思维工具：统计量对比表

平均数→反映整体水平

中位数→反映中间水平

方差→反映波动程度

二、例题精讲

例 1 统计量的计算

题目：一组数据：1,2,2,3,9。求平均数、中位数、众数。

思维路径拆解：

平均数=(1+2+2+3+9)/5=3.4

中位数=2（排序后中间的数）

众数=2（出现次数最多）

归一提炼：不同统计量反映数据的不同特征——平均数受极端值影响，中位数更稳健。

例 2 方差的计算

题目：数据 2,4,6 的方差。

思维路径拆解：

平均数=4

方差=[(2−4)²+(4−4)²+(6−4)²]/3=(4+0+4)/3=8/3

归一提炼：方差是数据与平均数偏差的平方的平均值，反映数据的波动程度。

三、思维训练

1. 数据 3,5,7,9,11 的平均数和中位数。

2. 数据 1,3,5,7,9 的方差。

3. 什么时候用中位数比用平均数更合适？

4. 标准差和方差的区别是什么？

5. 统计思维的核心是什么？

四、本章归一

核心思维模型：统计=用数据说话。用少数几个统计量描述大量数据。

思维工具：统计量对比表+方差公式

第 18 章 参数方程与极坐标

第 64 课 参数方程——用“第三个变量”描述曲线

一、学习指导

64.1 参数方程是什么？

参数方程是用一个“参数”t 同时表示 x 和 y：

x=f(t)，y=g(t)

64.2 参数方程的好处

可以描述一些普通方程难以描述的曲线（如摆线、螺旋线）。

64.3 参数方程和普通方程的转换



参数方程→普通方程：消去参数 t



普通方程→参数方程：引入参数 t

思维工具：参数方程消元法

1. 从参数方程中解出 t（或 t 的表达式）

2. 代入另一个方程

3. 得到 x 和 y 的关系式

二、例题精讲

例 1 参数方程和普通方程的互化

题目：参数方程{x=t, y=t²}表示什么曲线？

思维路径拆解：

看到 x=t，y=t²→消去参数 t

t=x，代入 y=t²→y=x²

这是一条抛物线

归一提炼：参数方程和普通方程是同一曲线的两种“语言”——参数方程描述“怎么走”，

普通方程描述“在哪”。

思维点拨：参数方程告诉我们“点是怎么移动的”，普通方程告诉我们“点的轨迹是什么

形状”。

例 2 参数方程求轨迹

题目：动点 P 的坐标满足{x=cosθ, y=sinθ}，θ∈[0,2π)，求 P 的轨迹。

思维路径拆解：

消去θ：x²+y²=cos²θ+sin²θ=1

轨迹是以原点为圆心，半径为 1 的圆

归一提炼：参数方程特别适合描述“动点”的轨迹。

三、思维训练

1. 参数方程{x=t², y=2t}表示什么曲线？

2. 参数方程{x=2cosθ, y=3sinθ}表示什么曲线？

3. 参数方程的好处是什么？

4. 将 y=2x+1 写成参数方程（多种写法）。

5. 消去参数时有哪些常用技巧？

四、本章归一

核心思维模型：参数方程=用“时间”描述轨迹。参数 t 像是“时间”，告诉你点在什么时

刻在什么位置。

思维工具：消元法+参数引入法

第 65 课 极坐标——另一种坐标系统

一、学习指导

65.1 极坐标是什么？

极坐标用“距离ρ”和“角度θ”来描述点的位置。

ρ：到极点的距离（ρ≥0）

θ：极角（从极轴开始逆时针旋转的角度）

65.2 极坐标和直角坐标的转换

x=ρcosθ，y=ρsinθ

ρ²=x²+y²，tanθ=y/x（x≠0）

65.3 极坐标方程

ρ=a→以极点为圆心、半径为 a 的圆

θ=θ₀→从极点出发的射线

ρ=2acosθ→圆

思维工具：极坐标与直角坐标互译法

极→直：x=ρcosθ，y=ρsinθ

直→极：ρ²=x²+y²，tanθ=y/x

二、例题精讲

例 1 极坐标和直角坐标的转换

题目：将极坐标(2,π/3)化为直角坐标。

思维路径拆解：

x=ρcosθ=2×cos60°=2×1/2=1

y=ρsinθ=2×sin60°=2×√3/2=√3

归一提炼：极坐标↔直角坐标的转换公式是“翻译器”。

例 2 极坐标方程

题目：极坐标方程ρ=4 表示什么图形？

思维路径拆解：

ρ=4→到极点距离恒为 4→以原点为圆心，半径为 4 的圆

归一提炼：极坐标方程ρ=常数表示圆，θ=常数表示射线。

三、思维训练

1. 将极坐标(3,π/4)化为直角坐标。

2. 将直角坐标(1,1)化为极坐标。

3. 极坐标方程ρ=2cosθ表示什么图形？

4. 极坐标相比直角坐标有什么优势？

5. 极坐标的适用范围是什么？

四、本章归一

核心思维模型：极坐标=另一种描述点的位置的方式。ρ是距离，θ是方向。

思维工具：极直互译公式+极坐标方程判断法

第 19 章 知识网络的重构

第 66 课 代数知识网络——函数、方程、不等式、数列

一、学习指导

66.1 代数的四大板块

1. 函数——变量之间的对应关系（核心主线）

2. 方程——函数值为 0 的特殊情况

3. 不等式——函数值与 0 的比较

4. 数列——离散的函数

66.2 四大板块的关系

函数是“母体”，方程、不等式是函数的两种“问法”：

函数 f(x)在何处取值为 0？→方程

函数 f(x)在何处大于 0？→不等式

数列是定义在正整数上的函数

66.3 代数知识网络图

函数（核心）→方程（f(x)=0）→不等式（f(x)>0）

函数→数列（离散版函数）

函数→导数（变化率）

二、思维训练

1. 画一张代数的知识网络图。

2. 函数、方程、不等式三者的关系是什么？

3. 为什么说数列是一种特殊的函数？

四、本章归一

核心思维模型：函数是代数的核心主线，方程和不等式是函数的两种应用，数列是函

数的离散版本。

第 67 课 几何知识网络——平面几何、立体几何、解析几何

一、学习指导

67.1 几何的三条主线

1. 平面几何：三角形、四边形、圆

2. 立体几何：直线、平面、多面体、旋转体

3. 解析几何：坐标法研究几何

67.2 三条主线的递进关系

平面几何→立体几何（从二维到三维）

平面几何→解析几何（从几何到代数）

立体几何→空间向量（从几何到代数）

67.3 几何的统一工具

平面几何：作辅助线

立体几何：作辅助面，三维→二维

解析几何：坐标系+方程

二、思维训练

1. 画一张几何的知识网络图。

2. 立体几何的核心方法是“三维→二维”转化，为什么？

3. 解析几何的优势是什么？

四、本章归一

核心思维模型：几何是“形”的学问。平面几何打基础，立体几何扩展空间，解析几何

提供代数工具。

第 68 课 函数知识网络——函数的统一视角

一、学习指导

68.1 函数的“家族树” 

函数

基本初等函数（幂、指、对、三角）

复合函数（函数的函数）

数列（离散函数）

导数（函数的变化率）

68.2 函数的统一视角

所有函数都是在研究“两个变量之间的对应关系”。不同的函数只是“对应规则”不同。

68.3 函数的方法论

1. 解析式→抽象理解

2. 图像→直观理解

3. 表格→具体理解

三种方式互相补充，互相验证。

思维工具：函数的“三种语言”互译法

解析式⇔图像⇔表格

能在三者之间自由切换，函数就学通了

二、思维训练

1. 画一张函数的知识网络图。

2. 初中函数和高中函数的区别是什么？

3. 为什么函数是贯穿高中数学的主线？

四、本章归一

核心思维模型：函数=变量间的对应关系。函数是高中数学的“第一主角”。

第 20 章 综合题的思维突破

第 69 课 综合题的三个特征与应对策略

一、学习指导

69.1 综合题的三个特征

1. 综合性强——涉及多个知识模块

2. 思维量大——需要多步推理

3. 形式新颖——不是“见过的题” 

69.2 应对综合题的核心策略——拆

综合题看起来大、难、复杂。但把它拆开后，你会发现它是由几个“小题”组成的。

69.3 综合题的解题流程

1. 读题→圈条件、标目标

2. 拆题→把大问题拆成小问题

3. 联想→每个小问题属于哪个知识模块

4. 执行→逐个击破

5. 验证→检查答案的合理性

思维工具：综合题“拆解四步法” 

1. 读题（圈条件→标目标）

2. 拆题（大→小）

3. 联想（属于什么模块）

4. 执行（逐个击破→组合答案）

二、例题精讲

例 1 综合题的拆解示范

题目：已知函数 f(x)=x³−3x+1 在区间[−2,2]上的图像与 x 轴有几个交点？并求交点所

在的大致区间。

思维路径拆解：

看到“有几个交点”→需要研究方程根的个数

看到“大致区间”→需要利用函数值符号判断

拆成两个小问题：

o 小问题 1：f(x)=0 的根有几个

o 小问题 2：根大概在什么范围

多解展示：

小问题 1：f'(x)=3x²−3，极大值 f(−1)=3>0，极小值 f(1)=−1<0→三个交点

小问题 2：f(−2)=−1<0，f(−1)=3>0→根在(−2,−1)；f(−1)>0，f(1)<0→根在(−1,1)；

f(1)<0，f(2)=3>0→根在(1,2)

归一提炼：一道综合题拆成两个小问题，每个都不难。关键是“敢拆”。

思维点拨：看到综合题不要慌——问自己“这道题可以拆成几个小问题”。拆开了，就

简单了。

三、思维训练

1. 遇到综合题时，你的第一反应是什么？

2. 综合题的“拆解四步法”分别是什么？

3. 为什么说“拆”是解决综合题的核心能力？

四、本章归一

核心思维模型：综合题=多个简单题的组合。会拆，就会做。

思维工具：拆解四步法（读题→拆题→联想→执行）

第 70 课 代数综合题——多模块联动的思维路径

一、学习指导

70.1 代数综合题的常见类型

1. 函数+方程+不等式的综合

2. 数列+函数的综合

3. 导数+函数性质的综合

70.2 代数综合题的思维路径

1. 识别核心模块——题目的“主角”是什么？

2. 调用相关工具——每个模块对应什么方法？

3. 找到衔接点——各模块之间的“桥梁”在哪？

70.3 代数综合题的“工具包” 

模块

核心工具

函数

图像、单调性、奇偶性、周期性

方程

判别式、韦达定理

不等式

均值不等式、放缩法

数列

通项公式、求和公式

导数

求导、单调性、极值最值

二、例题精讲

例 1 函数+方程+不等式的综合

题目：已知函数 f(x)=x²−2ax+a²−1。（1）若方程 f(x)=0 有两个不相等的正根，求 a 的

取值范围；（2）若 f(x)>0 对一切 x∈R 恒成立，求 a 的取值范围。

思维路径拆解：

看到“两个不相等的正根”→判别式>0 且两根之和>0 且两根之积>0

看到“f(x)>0 恒成立”→二次函数最小值>0

多解展示：

(1) Δ=4>0 恒成立；两根之和=2a>0→a>0；两根之积=a²−1>0→a>1 或 a<−1；

综合得 a>1

(2) f(x)=(x−a)²−1>0 恒成立→(x−a)²>1 恒成立→a 需满足？

归一提炼：代数综合题的核心是“每个条件转化为一个数学式子，然后联立求解”。

思维点拨：条件越多，约束越强。把每个条件都“翻译”成式子，再找交集。

三、思维训练

1. 已知 f(x)=x²−2x+a，若 f(x)=0 有两个不同实根，求 a 的范围。

2. 已知 f(x)=x²−2x+a，若 f(x)>0 恒成立，求 a 的范围。

3. 二次函数恒成立问题的核心方法是什么？

4. 代数综合题的“工具包”有哪些？

5. 多模块联动的关键是找到什么？

四、本章归一

核心思维模型：代数综合题=多模块联动的思维拼图。每个模块都有对应的工具，关

键是找到“衔接点”。

思维工具：模块识别法+工具调用法+条件翻译法

第 71 课 几何综合题——数形结合的力量

一、学习指导

71.1 几何综合题的常见类型

1. 平面几何+解析几何

2. 立体几何+空间向量

3. 几何+代数（函数、不等式）

71.2 几何综合题的思维路径

1. 先看形：画出图形，理解几何关系

2. 再算数：用代数/坐标/向量方法计算

3. 形数互译：在“形”和“数”之间自由切换

71.3 数形结合的核心价值

“数”精确但抽象，“形”直观但不精确。二者结合，既“看得见”又“算得准”。

思维工具：数形结合三步法

1. 看图→发现几何关系

2. 建系/向量→把几何转化为代数

3. 计算→用代数方法求解

二、例题精讲

例 1 数形结合在解析几何中的应用

题目：已知直线 y=x+b 与圆 x²+y²=4 有公共点，求 b 的取值范围。

思维路径拆解：

看到“有公共点”→圆心到直线的距离≤半径

d=|b|/√2，r=2→|b|/√2≤2→|b|≤2√2

多解展示：

几何法：d≤r→|b|≤2√2

代数法：联立方程有实数解→Δ≥0

归一提炼：直线与圆的位置关系用“圆心到直线的距离”判断，比联立方程更直观。

三、思维训练

1. 直线与圆位置关系的几何判断方法是什么？

2. 数形结合的核心价值是什么？

3. 什么时候用几何法比代数法更简单？

4. 为什么说“数”和“形”是数学的两条腿？

5. 几何综合题的三步法是什么？

四、本章归一

核心思维模型：几何综合题=用代数方法研究几何问题。“数”和“形”两条腿走路。

思维工具：数形结合三步法（看图→建系→计算）

第 21 章 考试智慧

第 72 课 做好应考前的准备——知识唤醒与状态调整

一、学习指导

72.1 考前的“知识唤醒” 

考前不是“学新东西”的时候，是“唤醒已有知识”的时候。

知识唤醒三件事：

1. 看知识结构图（不是翻课本）

2. 翻错题本（只看错因，不做题）

3. 回顾核心方法（每章 3-5 个核心方法）

72.2 考前的“状态调整” 

1. 保证睡眠

2. 考前不做难题（破坏信心）

3. 提前进入“考试节奏” 

72.3 考前最后一天

不做新题，不看新知识。把知识结构图过一遍，把错题本翻一遍，然后放松。

思维工具：考前知识唤醒三件事

1. 看结构图→理清知识网络

2. 翻错题本→记住错因

3. 过核心方法→心中有数

二、本章归一

核心思维模型：考前=唤醒，不是学习。考前要做减法，不是加法。

第 73 课 学会在考场上科学应对——时间分配与取舍策略

一、学习指导

73.1 时间分配策略

先做会的，再做难的

每道题给自己设定“止损时间” 

选择题/填空题：每题不超过 3 分钟

解答题：每题不超过 10-12 分钟

73.2 遇到不会的题怎么办？

1. 不要恋战——先跳过

2. 做完其他题再回头

3. 实在不会——写出能写的步骤（步骤分）

73.3 取舍策略

一张卷子中，总有几道题是“难题” 

先把能拿的分全部拿到

难题适当放弃不丢人

思维工具：考场“三先三后”原则

1. 先易后难

2. 先熟后生

3. 先高后低（先做分值高的题）

二、本章归一

核心思维模型：考试=策略+实力。实力决定你“能考多少”，策略决定你“实际考多少”。

第 74 课 养成检验习惯——逆向检验、代入检验、估算检验

一、学习指导

74.1 检验的三种方法

1. 逆向检验：用逆运算验证（加法用减法验算，乘法用除法验算）

2. 代入检验：把答案代回原题验证

3. 估算检验：判断答案是否合理

74.2 检验不是“重做一遍” 

重做一遍会重复同样的错误。检验是“换一种方法验证”——用不同的路径走一遍，才

能发现问题。

74.3 检验的时间分配

考场上最后留 5-10 分钟做检查：

1. 先检查“该得的分”——计算题、简单题

2. 再检查“不确定的题”——难题、半会半不会的题

思维工具：检验三法

1. 逆向法（逆运算）

2. 代入法（代回原题）

3. 估算法（看是否合理）

二、本章归一

核心思维模型：检验=用不同方法验证。检验不是“重复”，是“换路”。

第 75 课 高考压轴题的思维突破——从“不会”到“会” 

一、学习指导

75.1 压轴题的三个特点

1. 题目长、条件多、图形复杂

2. 综合性强——涉及 3-4 个知识模块

3. 设问递进——前面几问为最后一问做铺垫

75.2 压轴题的“拆解”策略

第 1 步：做“能做的”——压轴题的前 1-2 问通常不难

第 2 步：用“已知的”——前面几问的结论往往是最后一问的提示

第 3 步：拆“复杂的”——把最后一问拆成几个小问题

75.3 压轴题的“心态” 

压轴题不是每个人都能拿满分的。能拿到“该拿的部分”就是胜利。

思维工具：压轴题四步法

1. 前两问必做（通常不难）

2. 用前面结论（最后一问的线索）

3. 拆解最后一问（大→小）

4. 能写多少写多少（步骤分）

二、本章归一

核心思维模型：压轴题=多个简单题的组合+心态的考验。会拆，敢做，能拿分。

总结

高中数学是一个完整的体系：

代数研究“数”的关系——函数是主线，方程、不等式、数列、导数是分支

几何研究“形”的关系——平面几何、立体几何、解析几何层层递进

解析几何是代数和几何的桥梁——坐标法让几何问题可计算

概率统计研究“数据”的规律——用样本推断总体

极限与导数研究“变化”的规律——从有限走向无限

五者不是孤立的——函数是代数和几何的交汇点，解析几何是代数方法研究几何问题，

导数是函数研究的深化，概率统计是数学在现实中的应用。

站在系统的高度看数学，数学就是一个有机的整体。学数学，就是学会“想”——会想

的人，面对任何新问题都不会怕。
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