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第 8 章 数学归纳法

第 29 课 数学归纳法——从有限到无限

一、学习指导

29.1 数学归纳法是什么？

数学归纳法是一种证明方法——用来证明“对所有的正整数 n，某个命题都成立”。

29.2 数学归纳法的两步

1. 奠基：证明 n=1 时命题成立

2. 递推：假设 n=k 时命题成立，证明 n=k+1 时命题也成立

两步都完成了，就说明命题对所有正整数都成立。

29.3 数学归纳法的本质——多米诺骨牌

数学归纳法就像推多米诺骨牌：

第一块倒了（奠基）

每一块倒下都能推倒下一块（递推）

所有骨牌都会倒（结论）

思维工具：数学归纳法四步法

1. 明确命题 P(n)

2. 验证 n=1（或起始值）成立

3. 假设 n=k 成立，推导 n=k+1 成立

4. 得出结论

二、例题精讲

例 1 用数学归纳法证明求和公式

题目：证明 1+2+3+…+n=n(n+1)/2 对一切正整数 n 成立。

思维路径拆解：

看到“对一切正整数”→数学归纳法

奠基：n=1 时，左边=1，右边=1×2/2=1✓

递推：假设 n=k 时成立，证明 n=k+1 时也成立

证明：

奠基：n=1 时，1=1×2/2，成立

递推：假设 1+2+…+k=k(k+1)/2

则 1+2+…+k+(k+1)=k(k+1)/2+(k+1)=(k+1)(k+2)/2

即 n=k+1 时也成立

由数学归纳法，命题对所有正整数成立

归一提炼：数学归纳法的关键是“递推”——找到从 k 到 k+1 的“桥梁”。

思维点拨：数学归纳法不是“猜”答案，是“验证”答案。你得先知道结论是什么，再用

归纳法证明。

例 2 用数学归纳法证明不等式

题目：证明 2ⁿ>n 对一切正整数 n 成立。

思维路径拆解：

奠基：n=1 时，2>1✓

递推：假设 2ᵏ>k，证明 2ᵏ⁺¹>k+1

2ᵏ⁺¹=2×2ᵏ>2k≥k+1（当 k≥1 时 2k≥k+1）

证明：

奠基：n=1 时成立

递推：假设 2ᵏ>k，则 2ᵏ⁺¹=2·2ᵏ>2k≥k+1

由数学归纳法得证

归一提炼：数学归纳法证明不等式的关键是“放大”——把 k 的结论放大到 k+1。

例 3 数学归纳法的变式——从不同起始值开始

题目：证明 n²>2n 对一切 n≥3 的整数成立。

思维路径拆解：

看到“n≥3”→奠基从 n=3 开始

奠基：n=3 时，9>6✓

递推：假设 k²>2k，证明(k+1)²>2(k+1) 证明：

奠基：n=3 时，3²=9>6=2×3✓

递推：假设 k²>2k（k≥3）

(k+1)²=k²+2k+1>2k+2k+1=4k+1>2k+2=2(k+1)（因 k≥3 时 4k+1>2k+2）

由数学归纳法，命题对所有 n≥3 成立

归一提炼：数学归纳法的起始值不一定是 1，根据题目条件确定。

思维点拨：起始值改变时，奠基从起始值开始验证，递推中注意 k 的范围。

三、思维训练

1. 用数学归纳法证明 1+3+5+…+(2n−1)=n²。

2. 用数学归纳法证明 2ⁿ>n²对一切 n≥5 的整数成立。

3. 数学归纳法的“递推步骤”中，为什么必须用到“假设”？

4. 数学归纳法和“举例子”有什么区别？

5. 用数学归纳法证明 1²+2²+…+n²=n(n+1)(2n+1)/6。

四、本章归一

核心思维模型：数学归纳法=多米诺骨牌逻辑。奠基是推倒第一张，递推是“只要倒

下就推倒下一张”。

思维工具：数学归纳法四步法+放大技巧（不等式证明）

第 30 课 数学归纳法的应用——证明不等式与整除问题

一、学习指导

30.1 数学归纳法证明不等式的要点

在递推步骤中，通常需要对结论进行“放大”或“缩小”：



假设 P(k)成立，要证 P(k+1)成立



关键是把 P(k)的结论“放大”到 P(k+1)所需的结论

30.2 数学归纳法证明整除问题的要点

要证明 P(n)能被 m 整除：



奠基：验证 n=1 时成立



递推：假设 n=k 时成立，证明 n=k+1 时也成立



关键是“配凑”——把 k+1 的表达式写成“k 的表达式+m 的倍数”的形式

30.3 数学归纳法的三步走

1. 先看“递推关系”——从 n=k 到 n=k+1，式子的变化是什么？

2. 再看“如何利用假设”——在递推步骤中，必须用到“假设”两个字

3. 最后“补差”——把多出来的部分凑成能被 m 整除的形式

二、例题精讲

例 1 数学归纳法证明不等式

题目：证明 2ⁿ>n²对一切 n≥5 的整数成立。

思维路径拆解：



奠基：n=5 时，32>25✓



递推：假设 2ᵏ>k²（k≥5），证明 2ᵏ⁺¹>(k+1)²



2ᵏ⁺¹=2×2ᵏ>2k²，只需证 2k²>(k+1)²



2k²−(k+1)²=k²−2k−1=(k−1)²−2>0（k≥5）

证明：



奠基：n=5 时，32>25



递推：假设 2ᵏ>k²，则 2ᵏ⁺¹=2·2ᵏ>2k²>(k+1)²



由数学归纳法得证

归一提炼：不等式证明的关键是“找一个足够大的上界”——2k²>(k+1)²在 k≥3 时成立。

例 2 数学归纳法证明整除

题目：证明 n³+5n 能被 6 整除（n∈N*）。

思维路径拆解：



奠基：n=1 时，1+5=6 能被 6 整除



递推：假设 k³+5k 能被 6 整除，证明(k+1)³+5(k+1)能被 6 整除



(k+1)³+5(k+1)=k³+3k²+3k+1+5k+5=(k³+5k)+3k²+3k+6



前半部分(k³+5k)能被 6 整除（假设），后半部分 3k²+3k+6=3k(k+1)+6，3k(k+1) 能被 6 整除

证明：



奠基：n=1 时，6 能被 6 整除



递推：假设 k³+5k 能被 6 整除



(k+1)³+5(k+1)=(k³+5k)+3k²+3k+6



两项都能被 6 整除→结论成立

归一提炼：整除问题证明的关键是“配凑”——把(k+1)的表达式拆成“假设部分+显然

可整除的部分”。

例 3 数学归纳法的综合应用

题目：证明 1²+2²+…+n²=n(n+1)(2n+1)/6。

思维路径拆解：



奠基：n=1 时，1=1×2×3/6=1✓



递推：假设 n=k 成立，证明 n=k+1 成立



1²+…+(k+1)²=k(k+1)(2k+1)/6+(k+1)²



=(k+1)[k(2k+1)/6+(k+1)]=(k+1)(2k²+k+6k+6)/6



=(k+1)(2k²+7k+6)/6=(k+1)(k+2)(2k+3)/6

证明：



奠基成立



递推：利用假设加(k+1)²，化简得到(k+1)(k+2)(2k+3)/6



由数学归纳法得证

归一提炼：数学归纳法证明求和公式是最经典的用法——递推步骤就是把“前 k 项和

+第 k+1 项”变成“前 k+1 项和的公式”。

三、思维训练

1. 用数学归纳法证明 n²+n 能被 2 整除。

2. 用数学归纳法证明 3ⁿ>2ⁿ+1（n≥2）。

3. 用数学归纳法证明 1³+2³+…+n³=[n(n+1)/2]²。

4. 用数学归纳法证明 4ⁿ−1 能被 3 整除。

5. 数学归纳法中的“奠基”和“递推”为什么缺一不可？如果只有递推没有奠基会怎

样？

四、本章归一

核心思维模型：数学归纳法=从“有限”走向“无限”的桥梁。两步缺一不可。

思维工具：不等式的放大技巧+整除的配凑技巧

第 9 章 不等式

第 31 课 不等式的基本性质——比较的艺术

一、学习指导

31.1 不等式的性质

1. a>b ⇔ a+c>b+c（可加性）

2. a>b，c>0 ⇒ ac>bc；a>b，c<0 ⇒ ac<bc（乘法规律）

3. a>b>0 ⇒ aⁿ>bⁿ（正数乘方）

31.2 不等式和方程的区别

方程两边加减乘除同数，等号不变

不等式两边乘负数，不等号方向改变

31.3 比较大小的方法——作差法

要证 a>b，只需证 a−b>0。

要证 a<b，只需证 a−b<0。

思维工具：作差法三步法

1. 作差（a−b）

2. 变形（因式分解、配方、通分）

3. 判断符号

二、例题精讲

例 1 作差法比较大小

题目：比较 x²+1 和 2x 的大小。

思维路径拆解：

看到“比较”→作差

x²+1−2x=(x−1)²≥0

x²+1≥2x，当 x=1 时取等号

多解展示：

作差法：x²+1−2x=(x−1)²≥0→x²+1≥2x

归一提炼：作差法是最基本的比较方法——差≥0 即证。

思维点拨：配方法在作差法中最常用——看到 x²±2x，就配方。

例 2 不等式的性质应用

题目：已知 a>b>0，比较 a/b 和(a+1)/(b+1)的大小。

思维路径拆解：

看到比较→作差

a/b−(a+1)/(b+1)=[a(b+1)−b(a+1)]/[b(b+1)]

=[ab+a−ab−b]/[b(b+1)]=(a−b)/[b(b+1)]>0

a/b>(a+1)/(b+1)

多解展示：

作差法：a/b−(a+1)/(b+1)>0→a/b>(a+1)/(b+1) 函数法：f(x)=x/(x+1)在 x>0 时递增

归一提炼：分式比较大小，作差后通分是最规范的方法。

例 3 不等式性质的逆向应用

题目：若 a>b，c<d，能否推出 a−c>b−d？

思维路径拆解：

看到能否推出→用不等式性质验证

a>b，c<d→−c>−d（两边乘−1 变号）

a>b 和−c>−d 相加→a−c>b−d

归一提炼：不等式的“同向可加性”——同向不等式可以相加。

思维点拨：异向不等式相减需要先变号再相加。

三、思维训练

1. 比较 x²−4x+5 和 1 的大小。

2. 已知 a>b>0，c>d>0，证明 ac>bd。

3. 若 a>b，能否推出 a²>b²？说明理由。

4. 比较 1/(a+1)和 1/a 的大小（a>0）。

5. 已知 a>b>c>0，比较 a/b 和 b/c 的大小。

四、本章归一

核心思维模型：不等式=比较的艺术。作差法是基础工具。

思维工具：作差法+配方法+通分法

第 32 课 均值不等式——和与积的博弈

一、学习指导

32.1 基本不等式

对于正数 a、b：

(a+b)/2 ≥ √(ab)（当且仅当 a=b 时取等号）

即：算术平均≥几何平均

32.2 推广到 n 个数

(a₁+a₂+…+aₙ)/n ≥ ⁿ√(a₁a₂…aₙ)

32.3 均值不等式的两个方向

已知两个正数的积为定值，求和的最小值

已知两个正数的和为定值，求积的最大值

思维工具：均值不等式应用三字诀

一正：a、b 必须为正

二定：和或积为定值

三相等：取等条件要验证

二、例题精讲

例 1 已知和求积的最大值

题目：已知 x+y=10（x>0，y>0），求 xy 的最大值。

思维路径拆解：

看到和为定值→用均值不等式

(x+y)/2 ≥ √(xy)→5 ≥ √(xy)

xy≤25，当 x=y=5 时取等号

多解展示：

解法一（均值不等式）：xy≤[(x+y)/2]²=25

解法二（配方法）：xy=x(10−x)=−(x−5)²+25≤25

归一提炼：和为定值时，积在“两数相等”时取最大值。

思维点拨：均值不等式求最值必须验证“取等条件”——两数是否相等。

例 2 已知积求和的最小值

题目：已知 x>0，求 x+1/x 的最小值。

思维路径拆解：

看到积为定值（x·1/x=1）→用均值不等式

x+1/x≥2√(x·1/x)=2

当 x=1/x 即 x=1 时取等号

多解展示：

解法一（均值不等式）：x+1/x≥2

解法二（配方法）：x+1/x=(√x−1/√x)²+2≥2

归一提炼：积为定值时，和在“两数相等”时取最小值。

思维点拨：x+1/x 是均值不等式最经典的应用——最小值是 2。

例 3 均值不等式的推广——三个数的均值

题目：已知 x>0，y>0，z>0，x+y+z=3，求 xyz 的最大值。

思维路径拆解：

看到和为定值→推广到三个数

(x+y+z)/3 ≥ ³√(xyz)

1 ≥ ³√(xyz)→xyz≤1

当 x=y=z=1 时取等号

多解展示：

均值不等式推广：xyz≤[(x+y+z)/3]³=1

归一提炼：均值不等式可以推广到任意个正数——n 个正数的算术平均≥几何平均。

三、思维训练

1. 已知 x>0，求 x+4/x 的最小值。

2. 已知 x+y=8（x>0，y>0），求 xy 的最大值。

3. 已知 x>0，求 x²+1/x²的最小值。

4. 已知 x+y+z=6（x,y,z>0），求 xyz 的最大值。

5. 均值不等式中的“一正二定三相等”分别是什么意思？

四、本章归一

核心思维模型：均值不等式=和与积的博弈。和为定值求积最大，积为定值求和最小。

思维工具：均值不等式应用三字诀（一正二定三相等）

第 33 课 不等式的证明——分析法与综合法

一、学习指导

33.1 综合法——从已知到结论

从已知条件出发，利用不等式的性质，一步步推导到结论。

33.2 分析法——从结论倒推

从结论出发，寻找使结论成立的充分条件，倒推到已知条件。

33.3 综合法和分析法的关系

综合法：已知→结论（正向推理）

分析法：结论→已知（逆向推理）

二者可以结合使用——“两头凑” 

思维工具：分析法 vs 综合法对比表

综合法：从条件出发→推导结论（正向）

分析法：从结论出发→找条件（逆向）

二、例题精讲

例 1 综合法证明不等式

题目：已知 a>b>0，证明 a²>b²。

思维路径拆解：

看到 a>b>0→用不等式性质

a>b，a>0→a²>ab

a>b，b>0→ab>b²

传递：a²>b²

多解展示：

综合法：a>b→a²>ab→ab>b²→a²>b²

归一提炼：综合法就是“已知一步步走”到结论——每一步都有依据。

例 2 分析法证明不等式

题目：证明√a+√b ≤ √[2(a+b)]（a,b>0）。

思维路径拆解：

看到要证明→分析法：从结论倒推

要证√a+√b≤√[2(a+b)]

两边平方：a+b+2√(ab)≤2a+2b

即 2√(ab)≤a+b

由均值不等式知成立

多解展示：

分析法：结论→平方→用均值不等式

综合法：从均值不等式出发也能证

归一提炼：分析法适合“结论形式较复杂”的不等式——先看结论，再找依据。

例 3 分析法和综合法的综合使用

题目：已知 a,b,c 为正数，证明(a+b)(b+c)(c+a)≥8abc。

思维路径拆解：

看到证明→试试“两头凑” 

由 a+b≥2√(ab)，b+c≥2√(bc)，c+a≥2√(ca) 相乘：(a+b)(b+c)(c+a)≥8√(a²b²c²)=8abc 多解展示：

综合法：直接用均值不等式相乘

归一提炼：均值不等式是证明不等式的最常用工具——看到“和≥”或“≥积”时优先想

到。

三、思维训练

1. 用综合法证明：a²+b²≥2ab。

2. 用分析法证明：√(a²+b²)≥(a+b)/√2。

3. 证明：a/b+b/a≥2（a,b>0）。

4. 证明：a³+b³≥a²b+ab²（a,b>0）。

5. 综合法和分析法的本质区别是什么？

四、本章归一

核心思维模型：综合法=正向推导，分析法=逆向倒推。二者结合使用最有效。

思维工具：综合法（已知→结论）+分析法（结论→已知）

第 34 课 不等式的应用——求最值

一、学习指导

34.1 均值不等式求最值的核心条件

一正：变量必须为正

二定：和或积必须为定值

三相等：取等条件必须能取到

34.2 变形技巧——凑定值

当式子不能直接使用均值不等式时，需要“凑”：

凑系数：使乘积为定值

凑项：使和为定值

凑结构：使符合均值不等式的形式

34.3 求最值的常见策略

最小值→用“和≥积”方向

最大值→用“积≤和²”方向

思维工具：求最值三步法

1. 判断是否能用均值不等式（一正二定）

2. 确定方向（求最大用≤，求最小用≥）

3. 验证取等条件

二、例题精讲

例 1 凑系数求最值

题目：已知 x>0，求 x(4−x)的最大值。

思维路径拆解：

看到 x(4−x)→x+(4−x)=4（和为定值）

直接用均值不等式：x(4−x)≤[(x+4−x)/2]²=4

当 x=2 时取等号

多解展示：

解法一（均值不等式）：x(4−x)≤[(x+4−x)/2]²=4

解法二（配方法）：x(4−x)=−(x−2)²+4≤4

归一提炼：当出现“两个数之和为定值”时，积有最大值——这是均值不等式最直接的

应用。

例 2 凑项求最值

题目：已知 x>1，求 x+1/(x−1)的最小值。

思维路径拆解：

看到 x+1/(x−1)→不能直接用（x 和 1/(x−1)的和不为定值）

变形：x=(x−1)+1，原式=(x−1)+1+1/(x−1)

令 t=x−1>0，则 t+1/t≥2

原式≥3，当 t=1 即 x=2 时取等号

多解展示：

凑项法：x+1/(x−1)=(x−1)+1/(x−1)+1≥2+1=3

归一提炼：当式子不能直接用均值不等式时，先凑成“可使用”的形式。

例 3 含参数的最值问题

题目：已知 x>0，y>0，x+y=12，求 xy 的最大值。

思维路径拆解：

x+y=12 为定值→积有最大值

xy≤[(x+y)/2]²=36

当 x=y=6 时取等号

多解展示：

均值不等式：xy≤36

归一提炼：已知 x+y 为定值时 xy 的最大值=[(x+y)/2]²。

三、思维训练

1. 已知 x>0，求 x(10−x)的最大值。

2. 已知 x>1，求 x+4/(x−1)的最小值。

3. 已知 x>0，求 x²+1/x 的最小值（提示：拆成 x²+1/(2x)+1/(2x)）。

4. 已知 x+y=8（x,y>0），求 xy 的最大值。

5. 均值不等式求最值时，“取等条件”为什么重要？

四、本章归一

核心思维模型：均值不等式求最值=凑定值+判方向+验证等号。

思维工具：求最值三步法（一正二定三相等）+凑系数凑项法

第 10 章 复数

第 35 课 复数——数的第二次扩张

一、学习指导

35.1 为什么要引入复数？

实数范围内，x²=−1 无解。为了给“负数开平方”一个答案，数学家引入了虚数单位 i，

定义 i²=−1。

复数就是形如 a+bi 的数（a、b 为实数）。

35.2 复数的分类

实数：b=0（如 3）

纯虚数：a=0 且 b≠0（如 2i）

一般复数：a+bi（a≠0，b≠0）

35.3 复数中的“新东西” 



思维工具：复数的“双重身份” 

代数形式：a+bi（实部 a，虚部 b）

几何形式：复平面上的点(a,b)

二、例题精讲

例 1 复数的基本概念

题目：分别说出下列复数的实部和虚部：3+4i，−2i，5。

思维路径拆解：

看到复数→写成 a+bi 的形式

3+4i：实部 3，虚部 4

−2i=0−2i：实部 0，虚部−2

5=5+0i：实部 5，虚部 0

归一提炼：复数的实部和虚部都是实数，虚部是 i 前面的系数。

思维点拨：虚部是“i 前面的数”，不是“bi”——−2i 的虚部是−2，不是−2i。

例 2 复数的相等

题目：已知复数 z₁=3+2i，z₂=a+(b−1)i，若 z₁=z₂，求 a 和 b。

思维路径拆解：

看到两复数相等→实部相等且虚部相等

3=a，2=b−1→b=3

多解展示：

实部相等：a=3；虚部相等：b=3

归一提炼：两个复数相等⇔实部相等且虚部相等。

例 3 复数在方程中的应用

题目：解方程 x²+1=0。

思维路径拆解：

看到 x²=−1→在实数范围内无解

在复数范围内：x=±i

多解展示：

x²=−1→x=±i

归一提炼：引入复数后，所有一元二次方程都有解（代数基本定理）。

思维点拨：复数让“负数的平方根”变得有意义。

三、思维训练

1. 写出下列复数的实部和虚部：2−3i，−5i，7。

2. 已知 z₁=3+2i，z₂=a+(2a−1)i，若 z₁=z₂，求 a。

3. 解方程 x²+4=0（在复数范围内）。

4. 判断：i²⁰²⁴等于多少？

5. 两个复数能比较大小吗？为什么？

四、本章归一

核心思维模型：复数=数域的第二次扩张。从实数到复数，所有方程都有了解。

思维工具：复数相等判据（实部=实部，虚部=虚部）

第 36 课 复数的运算——和实数运算类比

一、学习指导

36.1 复数的加减法

(a+bi)±(c+di)=(a±c)+(b±d)i

36.2 复数的乘法

(a+bi)(c+di)=(ac−bd)+(ad+bc)i

36.3 共轭复数

a+bi 的共轭复数是 a−bi

共轭复数的性质：
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