
        
            
        
    
常菁柚.归一思维 · 高中数学
（高一卷）

本教材按年级分为三卷：高一卷、高二卷、高三卷。

高一侧重思维转型与方法奠基——帮助学生完成从“套公式”到“理解原理”的思维跃迁，建

立高中数学的整体框架意识。

高二侧重模块贯通与思维深化——帮助学生打通各知识模块之间的联系，形成知识网络。

高三侧重系统重构与应试智慧——帮助学生重建知识体系，掌握综合题的思维方法。

每卷统一体例：学习指导→例题精讲（含思维路径拆解、多解展示、归一提炼、思维点拨）

→思维训练→本章归一。

高一卷：思维转型与方法奠基

第 1 章 怎样学好高中数学

第 1 课 热爱数学，是学好数学的前提与途径

第 2 课 站在系统的高度学习

第 3 课 把知识的学习、能力的培养、素质的发展与完善有机结合

第 4 课 各类知识学习方法示范——概念与基础知识的学习

第 5 课 各类知识学习方法示范——公式、定理的学习

第 6 课 各类知识学习方法示范——一个单元的学习和小结

第 7 课 学会做题——题不求多，但求精彩

第 8 课 学会做题——讲究做题的方法

第 9 课 学会复习——培养做小结的习惯和能力

第 2 章 集合与逻辑

第 10 课 集合——数学的“语言” 

第 11 课 充分条件与必要条件——逻辑推理的基础

第 3 章 幂函数、指数函数和对数函数

第 12 课 幂函数——从“数”到“函数”的第一次升级

第 13 课 指数函数——爆炸式增长

第 14 课 对数函数——指数的“逆运算” 

第 15 课 幂、指、对函数的综合对比——三类函数的归一

第 4 章 三角函数

第 16 课 三角函数——周期现象的数学描述

第 17 课 同角三角函数的基本关系——知一求二

第 18 课 诱导公式——化任意角为锐角

第 5 章 三角变换

第 19 课 和差角公式——三角变换的“母公式” 

第 20 课 倍角公式与半角公式——和差角公式的“特例” 

第 21 课 三角变换的综合应用——选公式的“目标感” 

第 6 章 平面向量

第 22 课 向量的概念——既有大小又有方向的量

第 23 课 向量的运算——数与形的双重身份

第 24 课 向量在几何中的应用——用向量证平行、垂直

第 7 章 数列

第 25 课 数列——离散的函数

第 26 课 等差数列——均匀变化

第 27 课 等比数列——倍数变化

第 28 课 数列求和的方法——错位相减、裂项相消、分组求和

高一卷：思维转型与方法奠基

第 1 章 怎样学好高中数学

第 1 课 热爱数学，是学好数学的前提与途径

一、学习指导

1.1 为什么“热爱”是第一位的？

很多学生学不好数学，第一反应是“我太笨了”“数学太难了”。但真正的问题往往出在心态

上——你从心底里抗拒数学，数学就会抗拒你。

热爱数学不是天生的，是可以培养的。当你在数学中找到“原来如此”的顿悟感时，当你在

解题中体验到“我自己想出来了”的成就感时，热爱就自然生长出来了。

1.2 “热爱”如何转化为“学好”？

热爱不是盲目地喜欢，而是愿意在困难面前停留。不热爱的学生遇到难题就跳过去，热

爱的学生会在难题前停下来多想一想——“这道题为什么这么设计？”“出题人想考我什

么？”“有没有另一种解法？” 

正是这种“多想一想”，拉开了学生之间的差距。

1.3 破除“数学天赋论” 

高中数学确实比初中难，但难的不是智力，是思维方式的升级。初中数学是“套公式”，高

中数学是“判断用哪个公式、怎么用、为什么用这个不用那个”。

换句话说：初中考的是“你会不会用工具”，高中考的是“你知道在什么情况下用哪个工

具”。 这个能力不是天赋决定的，是训练出来的。

思维工具：心态转换三句话

1. 不是“我学不会数学”→是“我还没找到学会的方法” 

2. 不是“数学太难”→是“我需要换一种方式理解” 

3. 不是“我笨”→是“我需要更多时间消化” 

二、例题精讲

例 1 从“讨厌”到“喜欢”——一个真实转变

题目：一个学生说“我讨厌数学，因为它总是让我觉得自己很笨”。你怎么帮他转变？

思维路径拆解：

看到“讨厌”→背后是“挫败感” 

挫败感来自“我努力了还是不会”→本质是“方法不对” 

帮他找到一个“我自己想出来了”的瞬间→热爱就有了起点

多解展示：

解法一（情绪疏导）：先承认“数学确实不容易”，再帮他找到一个能搞定的小目标

解法二（方法调整）：换一种学习方式——不“听”数学，而是“做”数学、“想”数学

解法三（认知重构）：告诉他“讨厌的不是数学，是‘做不出来’的感觉”，把人和问题

分开

归一提炼：热爱来源于“我能行”的体验。一次真实的成功体验，胜过一百次“你要加油”。

思维点拨：数学不是用来“证明你聪明”的，是用来“让你变聪明”的。这个心态转变，是学

好数学的第一步。

例 2 从“被动学”到“主动学”——思维方式的转变

题目：同样是听课，A 学生全程跟着老师记笔记，B 学生边听边想“老师为什么要从这里

入手”。谁的效率更高？

思维路径拆解：

A 在“记录”，B 在“思考” 

记录的是一堆信息，思考的是信息的“结构” 

结构比信息更容易记住、更容易迁移

多解展示：

A 模式：听懂→记下→复习→考试→忘记

B 模式：听懂→追问“为什么”→找到“规律”→内化→迁移

归一提炼：主动学习的关键是“追问”——老师讲的每一步，都问一句“为什么这么走”。

思维点拨：听课不是“听答案”，是“听思路”。思路听懂了，答案自然就出来了。

例 3 数学学不好的“假原因”和“真原因” 

题目：一个学生数学长期不及格，他说“我就是没有数学天赋”。你觉得这是真原因还是假

原因？

思维路径拆解：

“没有天赋”是假原因→把问题归因于不可改变的因素

真原因可能是：听课效率低、课后不复习、错题不改、遇到难题就放弃

这些“真原因”都是可以改变的

多解展示：

假归因：我没有天赋→那我就不努力了（放弃）

真归因：我听课时走神了→明天开始专注听（行动）

真归因：我错题不改→明天开始整理错题（行动）

归一提炼：归因方式决定行动。把问题归因于“不可改变的因素”，就会放弃；归因于“可

以改变的因素”，就会行动。

思维点拨：永远不要说“我数学不好”，要说“我数学还没学好”。“还没”两个字，给了自己

改变的空间。

三、思维训练

1. 回顾你最近一次“自己想出来一道题”的经历，当时是什么感觉？

2. 列举三个你“本来不会但后来会了”的数学概念，你是怎么学会的？

3. 观察你身边的同学——成绩好的和成绩一般的在“遇到难题时的反应”有什么不同？

4. 如果你有一个朋友说“我讨厌数学”，你会跟他说什么？

四、本章归一

核心思维模型：热爱=愿意在困难面前停留。热爱不是天生的，是一次次“我能行”的体验

积累出来的。

思维工具：心态转换三句话+归因分析法

第 2 课 站在系统的高度学习

一、学习指导

2.1 什么是“站在系统的高度”？

大多数学生学习数学的方式是“点状”的——今天学一个知识点，明天学另一个知识点，知

识之间没有连接。结果就是学一个忘一个，越学越乱。

“站在系统的高度”学习，就是每学一个新知识，先问三个问题：

1. 这个知识和前面学的哪个知识有关系？

2. 它们哪里像？哪里不一样？

3. 如果把它们放在一起看，能发现什么规律？

2.2 概念的本质是什么？

高中数学中，很多学生学不好是因为只记住了概念的定义，没理解概念的本质。

比如“函数”——很多学生背下了“函数是两个变量之间的对应关系”，但不知道“对应关系” 

是什么意思。函数真正在说的是：“一个东西变了，另一个东西会跟着怎么变？” ——这

是动态的、关系的思维，不是静态的定义。

2.3 知识之间的联系——数学的“网络结构” 

数学不是一堆孤立的公式，是一张网。

函数和方程是一回事（方程是函数值为 0 的特殊情况）

数列是一种特殊的函数（定义域为正整数的函数）

不等式是方程的推广（等号变成了不等号）

导数研究的是函数的变化率

当你看到这些联系时，数学就从“一堆要背的东西”变成了“一个有机的整体”。

思维工具：系统学习三问法

1. 这个新知识和旧知识有什么关系？

2. 它们哪里像？哪里不一样？

3. 这个知识在整个知识网络中处于什么位置？

二、例题精讲

例 1 函数、方程、不等式——三位一体

题目：已知函数 f(x)=x²−4x+3。（1）求 f(x)=0 的解；（2）求 f(x)>0 的解集；（3）说出这

个函数的图像特征。

思维路径拆解：

看到 f(x)=0→一元二次方程→x²−4x+3=0

看到 f(x)>0→一元二次不等式

看到“函数图像”→抛物线

多解展示：

方程的解：x=1 或 3

不等式的解集：x<1 或 x>3

函数图像：开口向上，顶点(2,−1)，与 x 轴交于(1,0)、(3,0)

归一提炼：函数、方程、不等式是“三位一体”的——同一个式子，写成“=0”就是方程，写

成“>0”就是不等式，写成“y=…”就是函数。它们说的是同一件事，只是问法不同。

思维点拨：看到一个二次函数，要同时想到它对应的方程和不等式。一鱼三吃，一通百

通。

例 2 数列是一种特殊的函数

题目：数列 1，4，9，16，25，… 的通项公式是什么？它和哪个函数有关系？

思维路径拆解：

看到数列→通项公式 aₙ=n²

看到 n²→和函数 f(x)=x²有关

数列就是把函数的定义域限制在正整数上

多解展示：

数列视角：aₙ=n²（n=1,2,3,…）

函数视角：f(x)=x²（x∈N*）

两者本质：都是“输入一个数，输出一个数”的对应关系

归一提炼：数列是“离散版”的函数——函数的定义域是连续的（实数），数列的定义域是

离散的（正整数）。数列和函数的本质是一样的。

思维点拨：学数列的时候，时刻想着“这其实是一个函数”，很多性质就不用重新背了。

例 3 从“公式记忆”到“体系理解”——三角函数公式的归一

题目：sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB，sin(A−B)=sinAcosB−cosAsinB。这两个公式需要分

别记吗？

思维路径拆解：

看到两个公式→找关系

sin(A−B)=sinAcosB−cosAsinB

如果把 B 换成−B，sin(A−B)=sinAcos(−B)+cosAsin(−B)=sinAcosB−cosAsinB

所以第二个公式是第一个公式的“特例”——把 B 换成−B 就行了

多解展示：

解法一（分别记忆）：记两个公式，容易混

解法二（归一理解）：只记 sin(A+B)，把 B 换成−B 得到 sin(A−B) 归一提炼：很多公式不是“独立的”，是“一个公式的不同面孔”。找到那个“母公式”，就不

用背一堆“子公式”。

思维点拨：学公式的时候，不要问“这个公式怎么背”，要问“这个公式和哪个公式是一回

事”。

三、思维训练

1. 函数 y=2x+3 和方程 2x+3=0 有什么关系？不等式 2x+3>0 呢？

2. 等差数列的通项公式 aₙ=a₁+(n−1)d，它对应哪个函数？

3. 说出至少三个“表面上不同，本质上是同一回事”的数学概念。

4. 画出你目前学过的数学知识的“关系图”——哪个知识点和哪个知识点是连着的？

四、本章归一

核心思维模型：数学=一张网，不是一堆点。每学一个新知识，先问“它长在哪棵树上”。

思维工具：系统学习三问法+知识网络图

第 3 课 把知识的学习、能力的培养、素质的发展与完善有机结合

一、学习指导

3.1 什么是“主动学习”？

主动学习不是“自己看书”这么简单。主动学习的本质是：你不是在“接收”知识，而是在“建

构”知识。

被动学习：老师讲什么，你记什么。

主动学习：老师讲之前，你先想“这节课可能要讲什么”；老师讲的时候，你边听边问“这

个和前面的有什么关系”；老师讲完之后，你用自己的话总结一遍。

3.2 主动学习的三个层次

1. 预习：不是把课本看一遍，是“猜”这节课要解决什么问题

2. 听课：不是记笔记，是“验证”自己的猜测对不对

3. 复习：不是重看一遍，是“重构”——用自己的方式重新组织一遍知识

3.3 从“学会”到“会学” 

“学会”是掌握了某个知识点。“会学”是掌握了“怎么学任何知识点”的方法。高中三年，最

重要的不是你学会了多少公式，是你有没有建立起“自己学会新东西”的能力。

思维工具：主动学习三层次对照表

二、例题精讲

例 1 预习的正确方式——带着问题进课堂

题目：明天要学“对数函数”，你怎么预习？

思维路径拆解：

看到“对数函数”→先想：指数函数已经学过了，对数和指数是反函数

猜测：对数函数应该和指数函数“反过来” 

提出问题：指数函数的图像是什么样的？对数函数的图像应该是什么样的？

多解展示：

方式一（被动预习）：把课本看一遍，划重点

方式二（主动预习）：不看课本，先猜“这节课要解决什么问题”，再验证

归一提炼：预习的目的是“带着问题”，不是“提前学一遍”。大脑在有疑问的状态下，对信

息的敏感度会翻倍。

思维点拨：预习完如果一个问题都没产生，说明预习无效。

例 2 听课的正确方式——从“记”到“想” 

题目：老师在黑板上讲一道题，你该怎么做？

思维路径拆解：

大多数学生：抄板书

主动学习者：边听边想“老师为什么从这里入手”“这一步的目的是什么”“还有没有别

的走法” 

多解展示：

被动听课：抄了三页笔记，但大脑没转

主动听课：笔记半页，但每一步都“想通了” 

归一提炼：听懂了不是“听完了”，是“能用自己的话讲一遍”。

思维点拨：下课后花三分钟，合上笔记，把今天学的内容用自己的话复述一遍。复述不

出来=没真懂。

例 3 复习的正确方式——从“重看”到“重构” 

题目：一章学完了，你怎么复习？

思维路径拆解：

大多数学生：把课本和笔记从头到尾看一遍

高效复习：合上书本，自己画一张知识结构图

多解展示：

方式一（重看）：看了两小时，但脑子没动

方式二（重构）：花 20 分钟画一张图，把知识之间的关系理清楚

归一提炼：复习不是“重看一遍”，是“重新构建一遍”。不看书能复述出来，才是真复习了。

思维点拨：复习的本质是“从被动接收变成主动产出”——看是输入，画是输出。

三、思维训练

1. 下次上课前，花 3 分钟“猜”一下老师今天要讲什么。

2. 听完一节课后，合上笔记本，用 3 句话总结这节课的核心内容。

3. 找一个你“学过但不太会”的知识点，用“自己的话”重新解释一遍。

4. 为你最近学完的一章画一张知识结构图——不看书，凭记忆画。

四、本章归一

核心思维模型：主动学习=建构，不是接收。从“学会”到“会学”——掌握“自己学会新东西” 

的能力。

思维工具：主动学习三层次对照表+知识重构法

第 4 课 概念与基础知识的学习

一、学习指导

4.1 概念学习的误区

误区一：只背定义，不理解内涵。比如背下了“函数是两个变量之间的对应关系”，但不知

道什么叫“对应关系”。

误区二：只看字面，不看本质。比如“对数”的定义背得滚瓜烂熟，但不知道对数真正在问

的是“指数是多少”。

误区三：概念还没搞懂就开始做题。结果就是“知其然不知其所以然”，题目稍微变一下就

不会了。

4.2 概念学习的正确方法——追问“为什么” 

每学一个概念，追问三个问题：

1. 为什么要引入这个概念？ （它解决了什么问题？）

2. 这个概念的本质是什么？ （它在说什么？）

3. 这个概念和前面学的什么有关系？ （它长在哪棵树上？）

4.3 从概念到应用的路径

概念→性质→公式→应用。这条路径不能跳。

思维工具：概念学习三问法

1. 为什么要引入它？

2. 它的本质是什么？

3. 它和前面的知识有什么关系？

二、例题精讲

例 1 对数的概念——追问“为什么”和“是什么” 

题目：对数 log₂8=3 是什么意思？

思维路径拆解：

看到对数→问：为什么要引入对数？

答：因为有些方程指数是未知数（2ˣ=8），需要一种方式来表示“指数是多少” 

问：对数的本质是什么？

答：“以 2 为底 8 的对数”就是在问“2 的几次方等于 8”——答案是 3

多解展示：

定义式：log₂8=3

指数式：2³=8

本质：对数是指数的“逆运算”——知道底数和幂，求指数

归一提炼：对数不是新东西，它是指数的“另一种写法”。学会在“指数式”和“对数式”之间

自由切换，对数就学通了。

思维点拨：log₂8=3 和 2³=8 是同一句话的两种说法。能互相翻译，才算真懂。

例 2 函数的概念——抓住本质

题目：函数的定义是什么？为什么这个定义很重要？

思维路径拆解：

定义：函数是两个变量之间的对应关系——每个 x 对应唯一一个 y

为什么重要？因为它把“变化的量”和“固定的关系”分开来了

多解展示：

方式一（背定义）：函数是…（背完就忘）

方式二（理解本质）：函数是“一个东西变，另一个东西跟着变”，比如“时间变长，

路程变远” 

归一提炼：概念的本质比定义更重要。定义是文字，本质是思想。

思维点拨：学完一个概念，试着用一句话说给一个没学过的人听。能让他听懂，你就真

懂了。

例 3 概念混淆——幂函数 vs 指数函数

题目：y=x²和 y=2ˣ有什么区别？为什么它们容易被搞混？

思维路径拆解：

y=x²：底数是 x（变量），指数是 2（常数）→幂函数

y=2ˣ：底数是 2（常数），指数是 x（变量）→指数函数

区别：谁是“变化的”？幂函数是底数变化，指数函数是指数变化

多解展示：

幂函数：y=xᵃ（a 固定，x 在变）

指数函数：y=aˣ（a 固定，x 在指数位置）

记忆技巧：看“变量在哪里”——变量在底数=幂函数，变量在指数=指数函数

归一提炼：概念混淆的根源是“只看形式不看本质”。盯着变量在哪里看，就不容易混了。

思维点拨：数学中很多概念只有“一字之差”，但本质完全不同。读概念的时候，慢一点，

问自己“这个和那个到底哪里不一样”。

三、思维训练

1. 用你自己的话解释“对数”是什么。

2. 用你自己的话解释“函数”是什么，并举一个生活中的例子。

3. 判断：y=x³和 y=3ˣ分别是什么函数？

4. 列举三个“你学过但不太理解本质”的概念，逐个追问“为什么要引入它”。

四、本章归一

核心思维模型：概念不是背的，是理解的。理解概念=知道“为什么有它”和“它在说什么”。

思维工具：概念学习三问法（为什么引入→本质是什么→和谁有关系）

第 5 课 公式、定理的学习

一、学习指导

5.1 公式学习的误区

误区一：只记结果，不记推导。背下了(a+b)²=a²+2ab+b²，但不知道它怎么来的。

误区二：只记形式，不记条件。知道“韦达定理”的公式，但忘了它只适用于一元二次方程

有实数根的情况。

误区三：只会正向用，不会逆向用。会算(a+b)²，但看到 a²+2ab+b²不知道能写成(a+b)²。

5.2 公式学习的正确方法——推导一遍

一个公式，你自己推导一遍，比背十遍都管用。推导的过程，就是理解的过程。理解了，

就不容易忘。

5.3 定理学习的正确方法——找到“为什么” 

定理不是“天条”，是“可以被证明的结论”。学一个定理，先不看证明过程，自己试着证一

下。哪怕证不出来，你也比“直接看答案”多了一层思考。

思维工具：公式学习三步法

1. 自己推导一遍

2. 说清楚公式的适用条件

3. 练一次逆向使用

二、例题精讲

例 1 推导公式——从“背”到“懂” 

题目：推导一元二次方程的求根公式 x=[−b±√(b²−4ac)]/2a。

思维路径拆解：

看到求根公式→问：它怎么来的？

从 ax²+bx+c=0 出发，用配方法推导

每一步都有依据，不是“变魔术” 

多解展示：

推导过程：ax²+bx+c=0→x²+(b/a)x+c/a=0→(x+b/2a)²=(b²−4ac)/4a²→x=[−b±√(b²

−4ac)]/2a

验算：把结果代回原方程，验证正确

归一提炼：公式不是“记住的”，是“推出来的”。推导一遍=理解一遍=记住一遍。

思维点拨：下次用公式前，先问自己“这个公式是怎么来的”。能回答上来，才算真会用。

例 2 定理的证明——知其然更知其所以然

题目：证明“三角形内角和等于 180°”。

思维路径拆解：

看到定理→问：为什么三角形内角和是 180°？

用平行线作辅助线→把三个角移到一条直线上

平角=180°→得证

多解展示：

证 法 一 （ 过 顶 点 作 平 行 线 ）： 过 A 作 DE∥BC→∠DAB=∠B ，

∠EAC=∠C→∠A+∠B+∠C=180°

证 法 二 （ 延 长 一 边 作 平 行 线 ）： 延 长 BC 到 D ， 作 CE∥AB→∠1=∠A ，

∠2=∠B→∠ACB+∠1+∠2=180°

归一提炼：定理不是“记住就完事了”，能证明它，才算真正掌握了它。

思维点拨：学完一个定理，马上问“这个定理怎么证明的？”。能回答，说明真懂了。

例 3 公式的逆向使用——从结果认出结构

题目：若 a²+b²=13，ab=6，求(a+b)²。

思维路径拆解：

看到 a²+b²和 ab→想到完全平方公式(a+b)²=a²+2ab+b²

这是公式的逆向使用——不是从左边算到右边，而是从右边算到左边

多解展示：

正向使用：给定 a+b 和 ab，算 a²+b²

逆向使用：给定 a²+b²和 ab，算(a+b)²

方法：(a+b)²=a²+2ab+b²=13+2×6=25

归一提炼：公式可以“正向用”，也可以“逆向用”。能看到式子“像”哪个公式的右边，就能

快速转化。

思维点拨：做题时，多问“这个式子的结构像哪个公式的右边”——逆向思维比正向思维更

有用。

三、思维训练

1. 推导完全平方公式(a+b)²=a²+2ab+b²。

2. 证明“等腰三角形两底角相等”。

3. 若 x+y=7，x²+y²=25，求 xy。

4. 说出你最近学的一个公式的推导过程。

5. 若 a²−b²=12，a−b=2，求 a+b。

四、本章归一

核心思维模型：公式=推导出来的结论。会推导=会使用=不会忘。

思维工具：公式学习三步法（推导→说条件→练逆向）

第 6 课 一个单元的学习和小结

一、学习指导

6.1 为什么要做单元小结？

一个单元学完，知识点是散的。单元小结的作用是：把散的知识串成网。

6.2 单元小结的正确方法——“三件事” 

1. 画知识结构图：这个单元学了哪几个概念？它们之间是什么关系？

2. 提炼核心方法：这个单元的核心方法是什么？用在什么情况下？

3. 归纳典型题型：这个单元的题有几种类型？每种类型用什么方法？

6.3 单元小结的频率

每学完一个单元，做一次小结。不要等到期末再“总复习”——那时的知识已经忘了大半，

小结的效果大打折扣。

思维工具：单元小结三件事法

1. 画结构图（概念之间的关系）

2. 提炼方法（核心方法清单）

3. 归纳题型（典型题型分类）

二、例题精讲

例 1 函数单元小结——知识结构图

题目：学完“函数的概念与性质”这个单元，你怎么做小结？

思维路径拆解：

看到“函数”→问：这个单元学了什么？

概念→表示方式（解析式、表格、图像）→性质（定义域、值域、单调性、奇偶性）

把这些内容画成一张图

多解展示：

方式一（列表）：列出每个概念的定义和例子

方式二（画图）：画出概念之间的关系图

归一提炼：一张好的知识结构图，比十页笔记更有价值。

思维点拨：画图的过程，就是整理思路的过程。不要怕画得丑，关键是“想清楚”。

例 2 提炼核心方法

题目：学完“三角函数”单元后，提炼这个单元的核心方法。

思维路径拆解：

这个单元的核心是什么？→任意角的三角函数

核心方法是什么？→“找终边位置”和“用诱导公式” 

所有题目归结为两件事：确定符号、确定数值

多解展示：

方法一：画单位圆找终边位置→定符号→定值

方法二：用诱导公式把任意角化到 0°~90°→套锐角三角函数值

归一提炼：一个单元的方法不在多，在于能不能“管住”所有题目。

思维点拨：单元小结的核心问题是——“这个单元的所有题，本质上都在做什么？” 

例 3 归纳典型题型

题目：学完“一元二次方程”后，归纳这个单元的典型题型。

思维路径拆解：

这个单元的题有哪些类型？

按“问什么”来分：求根、判断根的情况、求参数范围、应用题

多解展示：

题型一：解方程→方法：因式分解/公式法/配方法

题型二：判断根的情况→方法：Δ分析法

题型三：求参数范围→方法：Δ法+条件约束

题型四：列方程解应用题→方法：建模四步法

归一提炼：题型归纳的价值是——看到题就知道“这属于哪一类”，然后直接调用对应方法。

思维点拨：归纳题型的时候，不用管题目的“样子”，要看题目的“本质”——问的是同一类

问题吗？

三、思维训练

1. 为你最近学完的一个单元画一张知识结构图。

2. 用三句话总结这个单元的核心内容。

3. 列举这个单元的 3 种典型题型和对应的解法。

4. 找一个你做过的错题，判断它属于哪种题型，并说出正确解法。

四、本章归一

核心思维模型：单元小结=把散装知识变成整装知识。不是抄一遍，是“重装一遍”。

思维工具：单元小结三件事法（画结构图→提炼方法→归纳题型）

第 7 课 学会做题——题不求多，但求精彩

一、学习指导

7.1 “刷题”为什么效率低？

刷题训练的是“熟练度”——把已经会做的题做得更快。但考试考的是“你没见过的新

题”——熟练度帮不了你。

高效做题的原则是：题不在多，而求精。 一道好题，抵得过一百道烂题。

7.2 什么是“精彩”的题？

一道精彩的题，应该具备三个特征：

1. 有思维含量——不是机械套公式就能做出来的

2. 有迁移价值——做会了这一道，能管一类题

3. 有“归一”空间——能和其他题目归到同一个模型

7.3 做题的三个层次

思维工具：做题三层次对照表

做完→对答案（第一层）

做完→分析错因（第二层）

做完→归纳方法（第三层）

二、例题精讲

例 1 一道好题的“一题多解”价值

题目：已知 a+b=5，ab=6，求 a²+b²。

思维路径拆解：

看到 a+b 和 ab→想到完全平方公式

(a+b)²=a²+2ab+b²→a²+b²=(a+b)²−2ab

多解展示：

解法一（公式法）：a²+b²=25−12=13

解法二（解方程法）：由 a+b=5，ab=6，解得 a=2，b=3 或 a=3，b=2→a²+b²=13

解法三（构造法）：(a−b)²=(a+b)²−4ab=25−24=1→a²+b²=[(a+b)²+(a−b)²]/2=13

归一提炼：这道题虽然简单，但展示了“知二求二”的思维模型——知道 a+b 和 ab，可以

求 a²+b²、(a−b)²等。

思维点拨：做完题后，问自己“这道题还能怎么做”——每多一种解法，思维就宽一寸。

例 2 一题管一类——从特殊到一般

题目：求 1+2+4+8+…+2ⁿ的值。

思维路径拆解：

看到等比数列→用等比数列求和公式

S=(2^(n+1)−1)/(2−1)=2^(n+1)−1

多解展示：

解法一（公式法）：直接用等比数列求和公式

解 法 二 （ 错 位 相 减 法 ）： S=1+2+4+…+2ⁿ ， 2S=2+4+8+…+2^(n+1) ， 相 减 得

S=2^(n+1)−1

解法三（观察法）：1+2=3=2²−1，1+2+4=7=2³−1→猜出公式再验证

归一提炼：这道题的价值不在于“算出答案”，而在于展示了“错位相减法”这个通用工具。

学会了这个方法，所有等比数列求和问题都能解决。

思维点拨：做题的时候，不要只盯着“这道题的答案”，要盯着“这道题展示的方法”。方法

是能带走的，答案带不走。

例 3 从一道题到一类题——归纳的力量

题目：做完一道题后，怎么归纳？

思维路径拆解：

看到“归纳”→问三个问题

这道题属于什么题型？

解题的关键步骤是什么？

如果条件变了，还能用这个方法吗？

多解展示：

不复盘：做完就扔→下次遇到同类题还是不会

归纳：识别题型→记住关键步骤→能迁移到同类题

归一提炼：归纳的价值在于“把一道题的经验变成一类题的能力”。

思维点拨：每做完一道题，花 30 秒问自己“这道题的关键是什么”。30 秒换来的，可能是

下次考试多拿 5 分。

三、思维训练

1. 选一道你最近做过的题，试着找出第二种解法。

2. 选一道你最近做过的题，问自己“这道题属于哪种题型？这类题的通法是什么？” 

3. 整理你最近做过的 10 道题，把它们按“题型”分类。

4. 从你的错题中选一道，问自己“这道题教会了我什么方法？” 

四、本章归一

核心思维模型：题不在多，而求精。做一道题，要能管一类题。

思维工具：做题三层次对照表+归纳四问法

第 8 课 讲究做题的方法

一、学习指导

8.1 做题的“思维流程” 

高效做题不是“拿到题就做”，而是有一套思维流程：

1. 读题：圈出已知条件，明确要求什么

2. 判断：这是什么题型？属于哪个知识模块？

3. 规划：用哪种方法？第一步做什么？第二步做什么？

4. 执行：按规划一步步做

5. 检查：答案合理吗？能验证吗？

8.2 “卡住了”怎么办？

大多数学生卡住就放弃了。正确的做法是：

1. 往回看：我用了什么条件？有没有条件没用上？

2. 换角度：能不能换一种方法试试？

3. 拆问题：能不能把大问题拆成小问题？

8.3 “做完了”之后做什么？

做完题不是终点，是起点。做完之后的三件事比做题本身更重要：

1. 复盘：这道题的关键一步是什么？

2. 归一：这道题属于哪个模型？

3. 迁移：如果条件变了，还能做吗？

思维工具：做题五步法

1. 读题（圈条件→明确目标）

2. 判断（这是什么题型）

3. 规划（选什么方法→第一步做什么）

4. 执行（按规划一步步做）

5. 检查（答案合理吗）

二、例题精讲

例 1 卡住了怎么办？——从“不会”到“会”的思维过程

题目：已知函数 f(x)=x²−2x+3，求 f(x)在区间[0,3]上的最大值和最小值。

思维路径拆解：

看到二次函数→开口向上→顶点处取最小值

看到闭区间→最值可能在端点或顶点处取得

卡点：忘记考虑端点

多解展示：

解法一（配方法）：f(x)=(x−1)²+2→顶点(1,2)→最小值 2；f(0)=3，f(3)=6→最大值 6

解法二（公式法）：对称轴 x=1→最小值=2；端点比较→最大值=6

解完之后复盘：这道题的“陷阱”在哪？→在“闭区间”三个字

归一提炼：卡住的时候，往回看——是不是忘了什么条件？是不是只考虑了“顶点”忘了“端

点”？

思维点拨：闭区间上二次函数的最值，既要看顶点，也要看端点。

例 2 读题的艺术——从“扫一眼”到“读三遍” 

题目：某商品进价 50 元，标价 80 元，按标价的八折出售，利润率是多少？

思维路径拆解：

第一遍：粗读，知道在讲打折

第二遍：圈条件——进价 50、标价 80、打八折

第三遍：明确目标——利润率=（售价−进价）/进价×100%

多解展示：

售价=80×0.8=64 元

利润=64−50=14 元

利润率=14/50×100%=28%

归一提炼：应用题读三遍——第一遍知道“在讲什么”，第二遍圈条件，第三遍明确目标。

思维点拨：很多学生“读不懂题”的根本原因，是只读了一遍。

例 3 规划的力量——动笔之前先想三步

题目：已知二次函数 f(x)=ax²+bx+c 的图像过点(1,0)、(−1,4)、(2,−5)，求 f(x)的解析式。

思维路径拆解：

看到“过三点”→待定系数法

规划：设 f(x)=ax²+bx+c→代入三点列方程组→解出 a、b、c

多解展示：

规划清楚后，执行很顺畅：

代入三点：a+b+c=0，a−b+c=4，4a+2b+c=−5

解得 a=1，b=−2，c=1→f(x)=x²−2x+1

归一提炼：动笔之前先想三步——用什么方法？第一步做什么？最后要得到什么？

思维点拨：很多学生“做着做着就乱了”，是因为动笔之前没想清楚整个路线。

三、思维训练

1. 下次做题时，严格按照“读题→判断→规划→执行→检查”的流程走一遍。

2. 记录一次你“卡住后想通了”的经历——你是怎么想通的？

3. 做完一道题后，用三句话总结这道题的“关键”。

4. 读题时，试着用“圈、划、标”的方法——圈关键词，划条件，标目标。

四、本章归一

核心思维模型：做题=有流程的思维活动，不是碰运气。流程对了，大部分题都能做出来。

思维工具：做题五步法（读题→判断→规划→执行→检查）

第 9 课 学会复习——培养做小结的习惯和能力

一、学习指导

9.1 为什么要做小结？

小结是把“散装知识”变成“整装知识”的过程。不做小结，知识是散的；做了小结，知识是

整的。

9.2 小结的三种形式

1. 知识结构图：画出概念之间的关系

2. 方法清单：列出这个单元的核心方法

3. 题型归类：把做过的题按类型归类

9.3 小结的频率

每节课后：3 分钟快速小结

每个单元后：30 分钟系统小结

每个学期后：半天全面小结

思维工具：小结三形式法

1. 画结构图（知识框架）

2. 列方法清单（核心方法）

3. 题型归类（典型题型）

二、例题精讲

例 1 如何做一个单元的小结

题目：学完“三角函数”这个单元后，你怎么做小结？

思维路径拆解：

看到“三角函数”→问：这个单元有哪几块？

定义→公式→图像→应用

画一张图，把四块连起来

多解展示：

方式一（列表）：把公式分类整理

方式二（画图）：画出知识结构图

归一提炼：小结的核心是“找关系”——不是把知识再抄一遍，是画出知识之间的关系。

思维点拨：小结做完后，问自己“如果让我给别人讲这个单元，我能讲清楚吗？” 

例 2 每节课后 3 分钟小结

题目：一节课结束后，怎么用 3 分钟做小结？

思维路径拆解：

看到“3 分钟”→不是做详细的笔记整理

问三个问题：这节课讲了什么核心概念？最关键的一个公式/方法是什么？和上节课

有什么关系？

多解展示：

方式一：在笔记本底部写下 3 句话

方式二：闭上眼睛在脑子里过一遍

归一提炼：每节课后 3 分钟的小结，比期末花一天复习更有效。

思维点拨：3 分钟小结的关键是“用自己的话”——不要抄笔记，要自己总结。

三、思维训练

1. 为你最近学完的一个单元做一个知识结构图。

2. 用一页纸总结这个单元的“核心方法”和“典型题型”。

3. 把你做过的错题按“错因”分类——哪类错因出现次数最多？

4. 下次下课后，花 3 分钟在脑子里过一遍“这节课讲了什么”。

四、本章归一

核心思维模型：复习=重构，不是重看。小结就是把知识“重新组装”一遍。

思维工具：小结三形式法+3 分钟小结法

第 2 章 集合与逻辑

第 10 课 集合——数学的“语言” 

一、学习指导

10.1 集合是什么？

集合是数学最基本的“语言”——几乎所有的数学概念都可以用集合来描述。

集合就是“一堆东西放在一起”。这堆东西可以是数、点、图形、甚至其他的集合。

10.2 集合的三大特性

1. 确定性：一个元素要么属于集合，要么不属于——没有“模棱两可” 

2. 互异性：集合中的元素互不相同

3. 无序性：集合中元素的顺序不重要

10.3 集合的运算——交、并、补

交集 A∩B：既属于 A 又属于 B 的元素

并集 A∪B：属于 A 或属于 B 的元素

补集∁ᵤA：在全集 U 中但不属于 A 的元素

思维工具：集合三大特性口诀

确定性：是就是，不是就不是

互异性：不重复

无序性：不看顺序

二、例题精讲

例 1 集合的表示方法——列举法和描述法

题目：用列举法和描述法表示“大于 0 小于 10 的偶数”。

思维路径拆解：

看到“大于 0 小于 10 的偶数”→先找出具体元素

列举法：{2,4,6,8}

描述法：{x|x 是偶数，且 0<x<10}

多解展示：

列举法：{2,4,6,8}（适合元素少的情况）

描述法：{x|x=2n, n=1,2,3,4}（适合元素多或无限的情况）

归一提炼：列举法“一个一个列”，描述法“说清楚条件”。

思维点拨：描述法的格式是“{x|条件}”——竖线前面是代表元素，竖线后面是约束条件。

例 2 集合的运算——Venn 图法

题目：全集 U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}，A={1,2,3,4,5}，B={4,5,6,7,8}，求 A∩B、A∪B、∁ᵤA、

∁ᵤB。

思维路径拆解：

看到“∩”→找公共元素

看到“∪”→找所有元素

看到“补集”→在全集中去掉

多解展示：

A∩B={4,5}（公共部分）

A∪B={1,2,3,4,5,6,7,8}（所有元素，不重复）

∁ᵤA={6,7,8,9,10}（U 中不属于 A 的）

∁ᵤB={1,2,3,9,10}（U 中不属于 B 的）

归一提炼：集合的运算就是“找公共”“找全部”“找剩余”。

思维点拨：画 Venn 图是解决集合问题最直观的方法。

例 3 集合与分类讨论——分类思想

题目：已知集合 A={1,2,a}，B={1,a²}，且 A⊇B，求 a 的值。

思维路径拆解：

看到 A⊇B→B 中每个元素都在 A 中

B 中有 1（在 A 中）和 a²（必须在 A 中）

a²必须在 A 中→a²=1 或 a²=2 或 a²=a

多解展示：

情况一：a²=1→a=±1，但 a=1 时集合中有重复元素→舍去，a=−1

情况二：a²=a→a=0 或 a=1，a=1 舍去，a=0

情况三：a²=2→a=±√2，A={1,2,±√2}，满足条件

归一提炼：分类讨论的要点——不重不漏，分完后再检验。

思维点拨：集合问题中，互异性是最容易被忽略的条件。

三、思维训练

1. 用列举法和描述法表示“小于 10 的正奇数”。

2. 已知 U={1,2,3,4,5}，A={1,3,5}，B={2,4,5}，求 A∩B、A∪B、∁ᵤA。

3. 已知集合 A={x|x 是方程 x²−5x+6=0 的根}，写出 A 的列举法表示。

4. 已知 A={1,2}，B={1,2,3,4}，判断 A 和 B 的关系。

四、本章归一

核心思维模型：集合=数学的“语言”——用集合说话，用集合思考。

思维工具：列举法和描述法+Venn 图法+分类讨论法

第 11 课 充分条件与必要条件——逻辑推理的基础

一、学习指导

11.1 什么是“条件”？

“如果 p，那么 q”——p 是 q 的充分条件，q 是 p 的必要条件。

充分条件：有 p 就一定有 q（p 能推出 q）

必要条件：没有 p 就一定没有 q（q 能推出 p）

充要条件：p 和 q 互相能推出（p⇔q）

11.2 充分必要条件的本质——集合的包含关系

如果 p 对应的集合是 P，q 对应的集合是 Q：

P⊆Q → p 是 q 的充分条件，q 是 p 的必要条件

P=Q → p 和 q 互为充要条件

11.3 四种条件的判断口诀

“小范围是大范围的充分条件，大范围是小范围的必要条件。” 

思维工具：条件判断口诀

小范围→大范围：充分条件

大范围→小范围：必要条件

范围相等：充要条件

二、例题精讲

例 1 判断条件类型——用定义法

题目：“x>3”是“x>5”的什么条件？

思维路径拆解：

看到“条件”→分清“谁推谁” 

x>3 推不出 x>5（x=4 时，x>3 成立但 x>5 不成立）

x>5 能推出 x>3（x>5 时一定 x>3）

所以 x>3 是 x>5 的必要不充分条件

多解展示：

解法一（用定义判断）：p:x>3，q:x>5。p 不能推出 q，q 能推出 p→p 是 q 的必要

不充分条件

解法二（用数轴/集合判断）：P=(3,+∞)，Q=(5,+∞)。Q⊂P→p 是 q 的必要不充分

条件

归一提炼：判断条件的核心是“看谁推谁”。推出关系搞清楚了，条件类型就清楚了。

思维点拨：小范围是大范围的充分条件，大范围是小范围的必要条件。

例 2 充要条件的证明——双向证明

题目：证明“x²=4”是“x=2”的必要不充分条件。

思维路径拆解：

看到“必要不充分”→需要证明两个方向

充分性：x²=4 能推出 x=2 吗？不能（x=−2 也满足）

必要性：x=2 能推出 x²=4 吗？能（2²=4）

多解展示：

充分性：x²=4→x=±2，推不出 x=2→不是充分条件

必要性：x=2→x²=4→是必要条件

结论：必要不充分条件

归一提炼：判断充要条件需要证明两个方向——p 能推出 q 吗？q 能推出 p 吗？

思维点拨：两个方向都成立才是充要条件。只证明一个方向是“不完整”的。

例 3 用集合包含关系理解条件

题目：“x 是整数”和“x 是有理数”是什么关系？

思维路径拆解：

看到“整数”“有理数”→两个集合

整数集合⊂有理数集合

整数→有理数（整数一定是有理数）

有理数推不出整数（如 1/2）

解：x 是整数是 x 是有理数的充分不必要条件。

归一提炼：用集合包含关系判断条件，直观又准确。小集合→大集合，小集合是充分条

件。

思维点拨：学条件时，永远想着“集合”——把条件转化成集合，判断就变成“包含关系”的

判断。

三、思维训练

1. “x=1”是“x²=1”的什么条件？

2. “四边形是平行四边形”是“四边形是矩形”的什么条件？

3. “a>b”是“a²>b²”的什么条件？为什么？

4. “x>0 且 y>0”是“xy>0”的什么条件？

5. 用集合包含关系判断：“a 是整数”和“a 是自然数”是什么关系？

四、本章归一

核心思维模型：充分必要条件=集合的包含关系。小范围是大范围的充分条件，大范围是

小范围的必要条件。

思维工具：条件判断口诀+集合包含法+双向证明法

第 3 章 幂函数、指数函数和对数函数

第 12 课 幂函数——从“数”到“函数”的第一次升级

一、学习指导

12.1 幂函数是什么？

形如 y=xᵃ（a 为常数）的函数叫做幂函数。

初中已经学过 y=x、y=x²、y=x⁻¹（反比例函数），它们都是幂函数的特例。高中要系统学

习幂函数，就是要把这些“零散的经验”统一到一个框架下。

12.2 幂函数的图像特征——由指数决定

幂函数的图像形状由指数 a 决定：

a>0：图像过原点，在第一象限上升

0<a<1：图像“凸”向上（增长越来越慢）

a>1：图像“凹”向上（增长越来越快）

a<0：图像不过原点，在第一象限下降

12.3 幂函数的学习方法——类比与对比

把不同幂函数的图像放在一起对比，观察它们的异同。对比是最好的学习方法。

思维工具：幂函数图像记忆口诀

a>1 像抛物线（凹）

0<a<1 像抛物线的一半（凸）

a<0 像反比例函数（下降）

二、例题精讲

例 1 幂函数的图像识别

题目：判断下列函数哪些是幂函数：

（1）y=x³；

（2）y=2ˣ；

（3）y=x^(−2)；（4）y=x^(1/2)；

（5）y=x⁰。

思维路径拆解：

看到“幂函数”→形如 y=xᵃ

(1)是，a=3

(2)不是，指数是变量（这是指数函数）

(3)是，a=−2

(4)是，a=1/2

(5)是，a=0（注意 x≠0）

归一提炼：幂函数和指数函数的区别——幂函数底数是变量、指数是常数；指数函数底

数是常数、指数是变量。

思维点拨：y=xᵃ（幂函数）和 y=aˣ（指数函数）只差一个位置，但性质完全不同。看清

楚了再判断。

例 2 幂函数的图像特征

题目：画出 y=x²、y=x^(1/2)、y=x^(−1)的图像，描述它们的特征。

思维路径拆解：

y=x²（a=2>1）：过(0,0)、(1,1)，上升越来越快→凹向上

y=x^(1/2)（0<a<1）：过(0,0)、(1,1)，上升越来越慢→凸向上

y=x^(−1)（a<0）：不过原点，过(1,1)，在(0,+∞)下降

多解展示：

画图后对比：a 的大小决定形状

归纳：a>1“凹”，0<a<1“凸”，a<0“下降” 

归一提炼：学幂函数时，把 y=x、y=x²、y=x³、y=x^(1/2)、y=x^(−1)画在同一张图上对

比，一目了然。

思维点拨：a>1 时图像“凹”，0<a<1 时图像“凸”——记住这个规律，不用每画一个幂函数

重新观察。

例 3 幂函数的定义域问题

题目：求函数 y=x^(−2)和 y=x^(1/2)的定义域。

思维路径拆解：

y=x^(−2)=1/x²，分母 x²≠0→x≠0→定义域{x|x≠0}

y=x^(1/2)=√x，被开方数 x≥0→定义域{x|x≥0}

多解展示：

指数为负数→分母不能为 0→底数不能为 0

指数为分数→要开根号→被开方数非负

归一提炼：幂函数的定义域由指数决定——负指数底数≠0，分数指数要考虑开方。

思维点拨：看到分数指数，先想“是在开方”；看到负指数，先想“分母不能为 0”。

三、思维训练

1. 判断：y=x⁰是幂函数吗？它的定义域是什么？图像是什么？

2. 画出 y=x³和 y=x^(1/3)的图像，说出它们的异同。

3. 求函数 y=x^(−3)和 y=x^(2/3)的定义域。

4. 比较 y=x²和 y=x⁴在(0,1)上的大小关系。

四、本章归一

核心思维模型：幂函数=指数固定的函数。图像形状由指数 a 决定。

思维工具：幂函数图像口诀+对比学习法

第 13 课 指数函数——爆炸式增长

一、学习指导

13.1 指数函数是什么？

形如 y=aˣ（a>0 且 a≠1）的函数叫做指数函数。

指数函数描述的是“指数式增长”——一个量以固定的比例增长。比如人口增长、复利计算、

细菌繁殖，都是指数函数模型。

13.2 指数函数的图像特征

a>1：递增，越增越快（爆炸式增长）

0<a<1：递减，越减越慢

所有指数函数的图像都过(0,1)

当 a>1 时，a 越大图像上升越快；当 0<a<1 时，a 越小图像下降越快

13.3 指数函数的“爆炸”性质

当 a>1 时，指数函数增长的速度越来越快——这就是“爆炸式增长”。x 越大，增长越快。

思维工具：指数函数图像口诀

a>1：上升（越来越陡）

0<a<1：下降（越来越平缓）

二、例题精讲

例 1 指数函数的图像判断

题目：判断 y=2ˣ和 y=(1/2)ˣ的图像关系。

思维路径拆解：

看到 2ˣ和(1/2)ˣ→互为“翻折” 

(1/2)ˣ=2^(−x)

y=2^(−x)是 y=2ˣ关于 y 轴对称的图像

多解展示：

解法一（代数）：(1/2)ˣ=2^(−x)

解法二（图像）：画图观察——两图像关于 y 轴对称

归一提炼：指数函数 y=aˣ和 y=(1/a)ˣ的图像关于 y 轴对称。

思维点拨：看到(1/2)ˣ，马上想到“这是 2^(−x)”——指数函数的底数可以统一为大于 1 的

形式。

例 2 指数函数的单调性

题目：判断函数 y=3ˣ在 R 上的单调性。

思维路径拆解：

看到“单调性”→看底数 a

a=3>1→指数函数单调递增

对任意 x₁<x₂，3ˣ¹<3ˣ²

多解展示：

解法一（用定义证明）：对任意 x₁<x₂，3ˣ¹/3ˣ²=3^(x₁−x₂)<1→3ˣ¹<3ˣ²

解法二（用图像判断）：a>1 递增

归一提炼：指数函数的单调性由底数决定——a>1 递增，0<a<1 递减。

思维点拨：比较两个指数式的大小，先看底数是否相同，再看底数的范围。

例 3 指数函数的应用——复利问题

题目：本金 10000 元，年利率 5%，按复利计算，5 年后本息和是多少？10 年后呢？

思维路径拆解：

看到“复利”→指数函数模型

每年乘以(1+5%)=1.05

n 年后：10000×(1.05)ⁿ

多解展示：

5 年后：10000×1.05⁵≈10000×1.2763=12763 元

10 年后：10000×1.05¹⁰≈10000×1.6289=16289 元

归一提炼：复利问题本质是指数函数——A=P(1+r)ⁿ。

思维点拨：指数函数描述的是“翻倍”的规律——每次乘同一个数。看到“每年增长 x%”，就

是指数函数。

三、思维训练

1. 画出 y=3ˣ和 y=(1/3)ˣ的图像，说出它们的关系。

2. 比较大小：2.1¹⁰和 2.2¹⁰（不用计算器）。

3. 某细菌每小时繁殖一倍，初始数量为 100 个，5 小时后有多少个？

4. 判断：y=2ˣ和 y=x²，当 x 很大时哪个增长更快？

5. 若 a>1，比较 a²和 a³的大小。

四、本章归一

核心思维模型：指数函数=爆炸式增长（或衰减）。底数 a 决定方向（增减），指数 x 决定

程度。

思维工具：指数函数图像口诀+复利模型

第 14 课 对数函数——指数的“逆运算” 

一、学习指导

14.1 对数函数是什么？

形如 y=logₐx（a>0 且 a≠1）的函数叫做对数函数。

对数函数是指数函数的反函数——指数函数问“a 的几次方等于 x”，对数函数问“以 a 为底

x 的对数是多少”。

14.2 对数函数的图像特征

a>1：递增，越增越慢

0<a<1：递减，越减越慢

所有对数函数的图像都过(1,0)

对数函数的图像和指数函数的图像关于直线 y=x 对称

14.3 对数的运算性质——三句话

1. logₐ(MN)=logₐM+logₐN（乘法变加法）

2. logₐ(M/N)=logₐM−logₐN（除法变减法）

3. logₐMⁿ=nlogₐM（指数变系数）

这三句话把“乘除”变成了“加减”——这就是对数的威力。

思维工具：对数运算三句话

乘法→加法

除法→减法

乘方→倍乘

二、例题精讲

例 1 对数函数和指数函数的关系

题目：函数 y=log₂x 和 y=2ˣ的图像有什么关系？

思维路径拆解：

看到 log₂x 和 2ˣ→互为反函数

反函数的图像关于直线 y=x 对称

多解展示：

解法一（代数）：log₂x=y ⇔ x=2ʸ

解法二（图像）：画图观察对称关系

归一提炼：对数函数和指数函数互为反函数——它们的图像关于 y=x 对称。

思维点拨：学对数的时候，永远想着它的“另一半”——指数。两个一起看，比单独看任何

一个都清楚。

例 2 对数运算——把“乘除”变成“加减” 

题目：计算 log₂8+log₂4−log₂2。

思维路径拆解：

看到 log₂8+log₂4−log₂2→用对数运算法则

=log₂(8×4÷2)=log₂16=4

多解展示：

解法一（直接用法则）：log₂8+log₂4−log₂2=log₂(8×4/2)=log₂16=4

解法二（分别算）：log₂8=3，log₂4=2，log₂2=1→3+2−1=4

归一提炼：对数的核心价值在于“降维”——把乘除运算降为加减运算。

思维点拨：对数让“乘除”变成了“加减”——这是对数在科学计算中如此重要的原因。

例 3 换底公式——统一底数

题目：计算 log₄8。

思维路径拆解：

看到不同底数→换底公式

log₄8=log₂8/log₂4=3/2

多解展示：

解法一（换底公式）：log₄8=ln8/ln4=3ln2/2ln2=3/2

解法二（指数法）：4^(3/2)=8→log₄8=3/2

归一提炼：换底公式让所有对数都能化为同底计算。

思维点拨：换底公式的本质是“把底数换成你喜欢的数字”——通常换成 2、10 或 e。

三、思维训练

1. 计算：log₃9+log₃27。

2. 化简：logₐ(M²N³)。

3. 判断：log₂8 和 log₄16 是否相等？为什么？

4. 计算：log₅125。

5. 若 log₂x=3，求 x。

四、本章归一

核心思维模型：对数=指数的逆运算。对数让“乘除”变成“加减”。

思维工具：对数运算三句话（乘→加、除→减、乘方→倍乘）+换底公式

第 15 课 幂、指、对函数的综合对比——三类函数的归一

一、学习指导

15.1 三类函数的关系

幂函数 y=xᵃ：底数变，指数固定

指数函数 y=aˣ：底数固定，指数变

对数函数 y=logₐx：指数函数的反函数

15.2 三类函数的图像特征对比

15.3 比大小——三类函数的综合应用

比大小是幂、指、对函数的常见考点。策略：

1. 看能否化为同底——同底用单调性

2. 看能否化为同指数/同真数——用图像特征

3. 用中间量（0、1、−1）过渡

思维工具：三类函数比大小策略

1. 化为同底（指数、对数）

2. 化为同指数（幂函数）

3. 用 0、1 作为中间桥梁

二、例题精讲

例 1 幂函数和指数函数的对比——谁增长更快？

题目：比较 2¹⁰和 10²的大小。比较 2¹⁰⁰和 100²的大小。

思维路径拆解：

2¹⁰=1024，10²=100→2¹⁰>10²

2¹⁰⁰≈1.27×10³⁰，100²=10000→2¹⁰⁰>>100²

指数函数比幂函数“爆炸”得更快

多解展示：

解法一（直接计算）：2¹⁰=1024>100，2¹⁰⁰远大于 10000

解法二（分析）：指数函数的增长速度最终会超过任何幂函数

归一提炼：指数函数增长最快——“爆炸式增长”不是比喻，是事实。

思维点拨：当 x 足够大时，指数函数>幂函数>对数函数。

例 2 三类函数的综合比较

题目：比较 a=2⁰·⁵，b=0.5²，c=log₂0.5 的大小。

思维路径拆解：

看到三个不同的表达式→分别判断在哪个范围

a=2⁰·⁵=√2≈1.414>1

b=0.5²=0.25，在 0 到 1 之间

c=log₂0.5=−1<0

多解展示：

a>1，0<b<1，c<0→c<b<a

归一提炼：比较不同类函数的大小，先用“分界值”0、1 分类，再在同类中比较。

思维点拨：看到不同类型的数，先判断它们落在哪个区间——大于 1、在 0 和 1 之间、小

于 0。

例 3 从指数式到对数式的翻译

题目：把下列指数式化为对数式，对数式化为指数式：

（1）2³=8；（2）log₂8=3；（3）5²=25。

思维路径拆解：

指数式和对数式是“同一句话的两种说法” 

2³=8⇔log₂8=3（底数 2，幂 8，指数 3）

5²=25⇔log₅25=2

多解展示：

(1)2³=8→log₂8=3

(2)log₂8=3→2³=8

(3)5²=25→log₅25=2

归一提炼：指数式和对数式互换的核心是“找准底数、幂、指数”——底数不变，幂和指数

互换位置。

思维点拨：log₂8=3 读作“以 2 为底 8 的对数等于 3”，意思就是“2 的 3 次方等于 8”。翻译

过来，就懂了。

三、思维训练

1. 比较 2^5 和 5^2 的大小。

2. 比较 a=3⁰·⁵，b=0.5³，c=log₃0.5 的大小。

3. 把 2⁴=16 化为对数式。

4. 把 log₃81=4 化为指数式。

5. 比较 log₂3 和 log₃5 的大小（提示：用换底公式）。

四、本章归一

核心思维模型：幂、指、对是三类“成长模式”——幂函数稳定增长，指数函数爆炸增长，

对数函数缓慢增长。

思维工具：三类函数比大小三法（化同底→化同指数→用 0/1 搭桥）+指数对数互译法

第 4 章 三角函数

第 16 课 三角函数——周期现象的数学描述

一、学习指导

16.1 三角函数是什么？

三角函数描述的是“周期性变化”——比如潮汐涨落、钟摆摆动、声波传播，都可以用三角

函数来描述。

初中已经学了锐角三角函数（sin、cos、tan）。高中要把三角函数的定义域从“锐角”扩展

到“任意角”——这就是“任意角三角函数”。

16.2 任意角三角函数——单位圆定义法

在单位圆上，角θ的终边与单位圆交于点 P(x,y)，则：

sinθ=y（正弦=纵坐标）

cosθ=x（余弦=横坐标）

tanθ=y/x（正切=纵坐标÷横坐标，x≠0）

这个定义让三角函数从“三角形的边角关系”升级为“圆周运动的描述”。

16.3 三角函数的图像——波浪的形状

正弦函数和余弦函数的图像是“波浪线”：

周期为 2π

振幅为 1

正弦函数是奇函数，余弦函数是偶函数

思维工具：单位圆记忆法

sinθ=纵坐标（y 轴）

cosθ=横坐标（x 轴）

tanθ=纵/横（斜率）

二、例题精讲

例 1 从锐角到任意角——定义的扩展

题目：求 sin150°和 cos240°的值。

思维路径拆解：

150°不是锐角，不能用直角三角形定义

用单位圆定义：150°终边在第二象限，sin 为正，cos 为负

150°=180°−30°→sin150°=sin30°=1/2，cos150°=−cos30°=−√3/2

240°=180°+60°→sin240°=−sin60°=−√3/2，cos240°=−cos60°=−1/2

多解展示：

解法一（单位圆法）：画单位圆，找终边与单位圆的交点

解法二（诱导公式法）：用 180°±α等公式化到锐角

归一提炼：任意角三角函数的本质是“把角度映射到坐标”——sin 是 y 坐标，cos 是 x 坐标。

思维点拨：遇到任意角的三角函数，先在脑子里画单位圆，确定象限和符号。

例 2 三角函数的周期性

题目：证明 sin(θ+2π)=sinθ，并说明为什么。

思维路径拆解：

看到 sin(θ+2π)→单位圆上转了一圈回到原点

角度增加 2π，终边位置不变→sin 值不变

证明：在单位圆上，角θ和角θ+2π的终边重合，所以 sin(θ+2π)=sinθ。

归一提炼：三角函数是周期函数——每增加一个周期（2π），函数值重复出现。

思维点拨：三角函数的“周期性”来源于“绕圈”——转一圈回到原点，值当然不变。

例 3 三角函数的符号判断——一全正、二正弦、三正切、四余弦

题目：判断 sin200°和 cos300°的符号。

思维路径拆解：

200°在第三象限→sin 为负

300°在第四象限→cos 为正

多解展示：

解法一（口诀法）：一全正、二正弦、三正切、四余弦

解法二（单位圆法）：画图判断坐标的正负

归一提炼：三角函数符号的口诀——“一全正，二正弦，三正切，四余弦”。

思维点拨：判断符号时，先在脑子里画单位圆，确定角的终边在第几象限。

三、思维训练

1. 求 sin135°和 cos135°的值。

2. 求 sin300°和 tan300°的值。

3. 判断：cos100°和 sin190°的符号。

4. 证明 sin(θ+π)=−sinθ。

5. 判断：sin(π/2−θ)和 cosθ有什么关系？

四、本章归一

核心思维模型：三角函数=单位圆上的坐标。sin=纵坐标，cos=横坐标。

思维工具：单位圆法+象限符号口诀（一全正、二正弦、三正切、四余弦）

第 17 课 同角三角函数的基本关系——知一求二

一、学习指导

17.1 同角三角函数的三个基本关系

1. sin²θ+cos²θ=1（平方关系）

2. tanθ=sinθ/cosθ（商数关系）

3. tan²θ+1=sec²θ（由平方关系导出）

17.2 知一求二——核心思维

已知一个三角函数值，求另外两个。

已知 sinθ→用 sin²θ+cos²θ=1 求 cosθ（注意符号！）

已知 cosθ→用平方关系求 sinθ（注意符号！）

已知 tanθ→用 tan=sin/cos 联立平方关系

17.3 符号问题——最易出错的地方

平方关系求值时，开方后有两个符号。符号由角所在的象限决定。先判断象限，再取符

号。

思维工具：知一求二四步法

1. 确定角所在象限

2. 根据已知值设未知量

3. 用平方关系列方程

4. 根据象限取符号

二、例题精讲

例 1 知 sin 求 cos——符号决定一切

题目：已知 sinθ=3/5，且θ在第二象限，求 cosθ和 tanθ。

思维路径拆解：

已知 sin→用 sin²+cos²=1 求 cos

cos²=1−sin²=1−9/25=16/25→cos=±4/5

θ在第二象限→cos<0→cos=−4/5

tan=sin/cos=(3/5)/(−4/5)=−3/4

多解展示：

完 整 过 程 ： sin²+cos²=1→cos²=16/25→cos=±4/5→ 第 二 象 限 cos<0→ 取

−4/5→tan=−3/4

归一提炼：平方关系求值时，一定会遇到符号问题——解题的关键是先确定象限，再取

符号。

思维点拨：平方关系开方后，一定要根据象限确定符号。这是知一求二最易出错的地方。

例 2 知 tan 求 sin 和 cos——联立方程组

题目：已知 tanθ=2，且θ在第三象限，求 sinθ和 cosθ。

思维路径拆解：

看到 tanθ=2→sinθ/cosθ=2→sinθ=2cosθ

代入平方关系：sin²+cos²=1→(2cos)²+cos²=1→5cos²=1→cos=±1/√5

θ在第三象限→cos<0→cos=−1/√5→sin=2cos=−2/√5

多解展示：

解法一（代入法）：设 sin=2k，cos=k（k>0），代入平方关系→5k²=1→k=1/√5→

由象限定符号

解法二（几何法）：画直角三角形，斜边√5→sin=2/√5，cos=1/√5→第三象限全

取负

归一提炼：知 tan 求 sin/cos 的通用方法是“设比例+平方关系”。

思维点拨：设 sinθ=2k，cosθ=k（k>0）是处理 tan 问题的标准手法。

例 3 平方关系的变形应用——知式求值

题目：已知 sinθ+cosθ=1/2，求 sinθ·cosθ。

思维路径拆解：

看到 sin+cos→想到(sin+cos)²=sin²+cos²+2sin·cos sin²+cos²=1→(sin+cos)²=1+2sin·cos

(1/2)²=1+2sin·cos→1/4=1+2sin·cos→sin·cos=−3/8

多解展示：

解法一（用平方关系变形）：sin·cos=[(sin+cos)²−1]/2=(1/4−1)/2=−3/8

解法二（解方程组再求）：先求 sin、cos 再相乘

归一提炼：sin+cos、sin−cos、sin·cos 三者知一可求二——核心工具是平方关系。

思维点拨：看到 sin+cos 或 sin−cos，马上想到平方。平方以后，sin²+cos²=1 就出现了。

三、思维训练

1. 已知 cosθ=5/13，θ在第四象限，求 sinθ和 tanθ。

2. 已知 tanθ=3/4，θ在第一象限，求 sinθ和 cosθ。

3. 已知 sinθ−cosθ=1/3，求 sinθ·cosθ。

4. 已知 sinθ=1/3，求 cosθ和 tanθ（θ为锐角）。

5. 证明：tan²θ+1=1/cos²θ。

四、本章归一

核心思维模型：同角三角函数的关系=平方关系+商数关系。知一求二的核心是先定象限

再取符号。

思维工具：知一求二四步法（定象限→设未知→列方程→取符号）

第 18 课 诱导公式——化任意角为锐角

一、学习指导

18.1 诱导公式的本质——对称性

诱导公式的本质是单位圆的对称性：



sin(π−θ)=sinθ（关于 y 轴对称）



cos(π−θ)=−cosθ



sin(π+θ)=−sinθ（关于原点对称）



cos(π+θ)=−cosθ

18.2 诱导公式的记忆——“奇变偶不变，符号看象限” 

“奇变偶不变”：



kπ/2±θ中，k 为偶数时函数名不变，k 为奇数时函数名改变（sin↔cos）



符号看象限：把θ看作锐角，判断原式在对应象限的符号

18.3 诱导公式的使用流程

1. 把任意角写成 kπ/2±θ的形式

2. 判断 k 的奇偶决定变不变名

3. 判断原角所在象限决定符号

思维工具：诱导公式两步法

1. 看 k 的奇偶→决定变不变名

2. 看原角象限→决定取正取负

二、例题精讲

例 1 诱导公式的应用——化任意角为锐角

题目：求 sin210°和 cos(−60°)的值。

思维路径拆解：

210°=180°+30°→sin210°=sin(π+30°)=−sin30°=−1/2

−60°→cos(−60°)=cos60°=1/2（cos 是偶函数）

多解展示：

解法一（诱导公式法）：210°=180°+30°→第三象限 sin 为负→−sin30°

解法二（单位圆法）：画图直接读坐标

归一提炼：诱导公式的本质是“把任何角的三角函数变成锐角的三角函数”。

思维点拨：所有诱导公式都可以从单位圆上“看出来”——画图比背公式更可靠。

例 2 诱导公式的“奇变偶不变，符号看象限” 

题目：化简 sin(π/2+θ)。

思维路径拆解：

π/2=1×π/2，k=1 是奇数→sin 变 cos

π/2+θ在第二象限→sin 为正

结果：sin(π/2+θ)=cosθ

多解展示：

解法一（用口诀）：k=1 奇变，第二象限正→sin(π/2+θ)=cosθ

解法二（用图形）：在单位圆上看对称关系

归一提炼：“奇变偶不变，符号看象限”——八个字覆盖所有诱导公式。

思维点拨：用口诀时，θ一定看作锐角（即使题目中θ不是锐角，也按锐角判断符号）。

例 3 诱导公式的综合应用

题目：化简 sin(π+θ)·cos(π/2−θ)。

思维路径拆解：

sin(π+θ)=−sinθ

cos(π/2−θ)=sinθ（诱导公式）

相乘=−sin²θ

多解展示：

sin(π+θ)=−sinθ，cos(π/2−θ)=sinθ→原式=−sin²θ

归一提炼：诱导公式的最终目标是把所有角都变成“θ”或“−θ”。

思维点拨：化简过程中，每步只处理一个角，逐步化到最简。

三、思维训练

1. 求 cos300°的值。

2. 求 sin(−30°)的值。

3. 化简 sin(3π/2+θ)。

4. 化简 cos(π−θ)+sin(π/2+θ)。

5. 判断：sin(π/2−θ)和 cosθ是什么关系？

四、本章归一

核心思维模型：诱导公式=对称性。所有诱导公式都是单位圆对称性的代数表达。

思维工具：诱导公式两步法（奇变偶不变→符号看象限）+单位圆图像法

第 5 章 三角变换

第 19 课 和差角公式——三角变换的“母公式” 

一、学习指导

19.1 核心“母公式”——和差角公式

sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB

sin(A−B)=sinAcosB−cosAsinB

cos(A+B)=cosAcosB−sinAsinB

cos(A−B)=cosAcosB+sinAsinB

tan(A+B)=(tanA+tanB)/(1−tanAtanB)

tan(A−B)=(tanA−tanB)/(1+tanAtanB)

从这六个公式，可以推导出倍角公式、半角公式、积化和差、和差化积……几乎所有的三

角公式。

19.2 和差角公式的“母公式”地位

倍角公式（令 B=A）、半角公式（从倍角公式变形）、积化和差（把两个公式相加/相减）

都可以从和差角公式推导出来。掌握和差角公式，就等于掌握了整个三角变换体系。

19.3 公式学习的核心策略

不要背公式，要“推公式”。只背和差角公式，其他公式自己推一遍。

思维工具：三角变换“母公式法” 

只背和差角公式

倍角、半角、和差化积都从它推

推导一次=掌握一次

二、例题精讲

例 1 从和差角公式推导倍角公式

题目：从 sin(A+B)和 cos(A+B)推导 sin2A 和 cos2A。

思维路径拆解：

看到 sin2A→和差角公式中令 B=A

sin2A=sin(A+A)=sinAcosA+cosAsinA=2sinAcosA cos2A=cos(A+A)=cosAcosA−sinAsinA=cos²A−sin²A 多解展示：

推导过程：令 B=A 代入和差角公式

得到 sin2A=2sinAcosA，cos2A=cos²A−sin²A

归一提炼：倍角公式不是新公式，是和差角公式的“特例”——令 B=A 就可以了。

思维点拨：以后遇到倍角公式，想想“它就是从和差角公式来的”——这样就不用死记了。

例 2 和差角公式的直接应用

题目：求 sin75°的值。

思维路径拆解：

看到 75°=45°+30°，用和差角公式

sin75°=sin(45°+30°)=sin45°cos30°+cos45°sin30°

=(√2/2)(√3/2)+(√2/2)(1/2)=(√6+√2)/4

多解展示：

解法一（用和差角公式）：拆成 45°+30°

解法二（用 75°=30°+45°）：和上面一样

归一提炼：和差角公式的核心应用是“把不特殊角拆成特殊角的和差”。

思维点拨：求非特殊角的三角函数值时，先看能不能拆成两个特殊角的和或差。

例 3 和差角公式的变形——求值

题目：已知 sinA=3/5，cosB=5/13，A、B 为锐角，求 sin(A+B)。

思维路径拆解：

看到 sin(A+B)→需要 sinA、cosA、sinB、cosB

已给 sinA 和 cosB，用平方关系求 cosA 和 sinB

cosA=4/5，sinB=12/13

sin(A+B)=sinAcosB+cosAsinB=(3/5)(5/13)+(4/5)(12/13)=15/65+48/65=63/65

多解展示：

用和差角公式展开→代入已知值→计算

注意：A、B 为锐角，cosA 和 sinB 都取正

归一提炼：和差角公式求值的关键是“凑齐所有需要的三角函数值”——一个都不能少。

思维点拨：用和差角公式之前，先检查是否知道 A、B 的四个三角函数值。缺哪个就先求

哪个。

三、思维训练

1. 求 cos75°的值。

2. 求 tan(45°+30°)的值。

3. 已知 cosA=4/5，sinB=5/13，A、B 为锐角，求 sin(A−B)。

4. 从和差角公式推导 cos2A 的三种形式。

5. 化简 sin(A+B)+sin(A−B)。

四、本章归一

核心思维模型：和差角公式=三角变换的“母公式”。所有三角公式都能从它推导出来。

思维工具：母公式法（只背和差角公式，其他自己推）

第 20 课 倍角公式与半角公式——和差角公式的“特例” 

一、学习指导

20.1 倍角公式——令 B=A

sin2A=2sinAcosA

cos2A=cos²A−sin²A=2cos²A−1=1−2sin²A

tan2A=2tanA/(1−tan²A)

20.2 半角公式——从倍角公式反推

sin²(A/2)=(1−cosA)/2

cos²(A/2)=(1+cosA)/2

tan²(A/2)=(1−cosA)/(1+cosA)

20.3 公式变形——灵活运用

cos2A=cos²A−sin²A=2cos²A−1=1−2sin²A

三种形式对应三种不同用法

遇到“降幂”用 1−2sin²A 或 2cos²A−1

遇到“升幂”用 cos²A−sin²A

思维工具：倍角公式“三选一”策略

需要消去 cos→用 1−2sin²A

需要消去 sin→用 2cos²A−1

需要化简→用 cos²A−sin²A

二、例题精讲

例 1 倍角公式的直接应用

题目：已知 sinA=3/5，A 为锐角，求 sin2A 和 cos2A。

思维路径拆解：

看到 sin2A→需要 sinA 和 cosA

cosA=√(1−sin²A)=√(1−9/25)=4/5

sin2A=2sinAcosA=2×(3/5)×(4/5)=24/25

cos2A=cos²A−sin²A=16/25−9/25=7/25

多解展示：

解法一（用倍角公式）：先求 cosA，再代入

解法二（用 cos2A 的另一种形式）：cos2A=1−2sin²A=1−18/25=7/25

归一提炼：倍角公式有三种形式（cos2A），根据已知条件选最方便的一种。

思维点拨：已知 sin 求 cos2A，用 1−2sin²A 最方便；已知 cos 求 cos2A，用 2cos²A−1 最

方便。

例 2 半角公式的应用

题目：求 sin15°的值。

思维路径拆解：

看到 15°=30°/2，用半角公式

sin15°=√[(1−cos30°)/2]=√[(1−√3/2)/2]=√(2−√3)/2

多解展示：

解法一（半角公式）：sin15°=√[(1−cos30°)/2]

解法二（差角公式）：sin(45°−30°)

归一提炼：半角公式本质是“已知角的三角函数，求半角的三角函数”。

思维点拨：用半角公式时，注意符号——由半角所在象限决定。

例 3 倍角公式的逆向使用——化简

题目：化简 sin²Acos²A。

思维路径拆解：

看到 sin²cos²→想到(sinAcosA)²

sinAcosA=(sin2A)/2

sin²Acos²A=(sin2A)²/4

多解展示：

解法一：sin²Acos²A=(sinAcosA)²=[(sin2A)/2]²=(sin²2A)/4

解法二：直接套公式

归一提炼：倍角公式可以“正向用”（求倍角的函数值），也可以“逆向用”（把乘积形式变成

倍角形式）。

思维点拨：看到 sinAcosA，马上想到“这是 sin2A 的一半”——这是最常见的逆向使用。

三、思维训练

1. 已知 cosA=5/13，A 为锐角，求 sin2A 和 cos2A。

2. 求 cos15°的值。

3. 求 tan(π/8)的值。

4. 化简 cos²A−sin²A 的另一种形式。

5. 已知 sin2A=24/25，A 为锐角，求 sinA+cosA。

四、本章归一

核心思维模型：倍角公式=和差角公式令 B=A；半角公式=倍角公式的逆用。

思维工具：倍角公式三选一策略+半角公式符号判断法

第 21 课 三角变换的综合应用——选公式的“目标感” 

一、学习指导

21.1 三角变换的目标——化简

三角变换的最终目标永远是“化简”——把复杂的式子变成简单的式子。

21.2 三角变换的核心策略——“目标感” 

做三角变换题之前，先问自己：

1. 这个式子现在是什么样子？

2. 我想把它变成什么样子？

3. 什么公式能帮我完成这个变化？

21.3 常见变换方向

化异角为同角（让所有角都变成同一个角）

化异名为同名（让所有函数都变成 sin 或 cos）

化高次为低次（降幂）

化乘积为和差（积化和差）

思维工具：三角变换四问法

1. 角的个数能否减少？

2. 函数种类能否统一？

3. 次数能否降低？

4. 整体能否化简？

二、例题精讲

例 1 化异角为同角——目标感训练

题目：化简 sin2AcosA−cos2AsinA。

思维路径拆解：

看到两个角：2A 和 A→化成同一个角

式子形如 sin2AcosA−cos2AsinA=sin(2A−A)=sinA 多解展示：

解法一（用和差角公式逆用）：sinαcosβ−cosαsinβ=sin(α−β)→原式=sin(2A−A)=sinA 解法二（展开再化简）：sin2AcosA−cos2AsinA=2sinAcos²A−(cos²A−sin²A)sinA=sinA 归一提炼：目标感清晰时，一眼就能看出“这是 sin(2A−A)”。目标感模糊时，就会陷入繁

琐的展开。

思维点拨：看到 sinAcosB±cosAsinB，马上想到“这是和差角公式的右边”——逆向使用公

式。

例 2 化异名为同名——统一函数类型

题目：化简 sin²A+sin²A·cos²A+cos⁴A。

思维路径拆解：

看到 sin 和 cos 混合→化成同一个

用 sin²=1−cos²或 cos²=1−sin²

选择化成 cos：sin²A+sin²Acos²A+cos⁴A=(1−cos²)+sin²Acos²A+cos⁴A

=1−cos²+cos²(1−cos²)+cos⁴=1

多解展示：

解法一（化成 cos）：用 sin²=1−cos²代入化简

解法二（化成 sin）：用 cos²=1−sin²代入化简

归一提炼：统一函数类型是化简的重要策略——选择哪种取决于哪种更简单。

思维点拨：看到 sin 和 cos 混合出现，想一下“能不能都化成 sin 或都化成 cos”。

例 3 降幂——化高次为低次

题目：化简 sin⁴A+cos⁴A。

思维路径拆解：

看到四次方→需要降幂

用 sin²A=(1−cos2A)/2，cos²A=(1+cos2A)/2

sin⁴A+cos⁴A=(sin²A+cos²A)²−2sin²Acos²A=1−2sin²Acos²A

=1−2×[(1−cos2A)/2]×[(1+cos2A)/2]=1−(1−cos²2A)/2=(1+cos²2A)/2

多解展示：

解法一（降幂法）：先用平方关系变形，再用倍角公式降幂

解法二（倍角公式法）：sin²A=(1−cos2A)/2 代入

归一 提炼 ：看 到高 次（ 四次 及以 上），先 想降 幂。 核心 工具 是 sin²=(1−cos2)/2 和

cos²=(1+cos2)/2。

思维点拨：降幂就是把平方项变成“1±cos2A”的形式——次数从 2 降到 1。

三、思维训练

1. 化简 cos(A+B)cos(A−B)。

2. 化简 sin⁴A−cos⁴A。

3. 证明：sin3A=3sinA−4sin³A。

4. 化简 sinA+sin3A（提示：用和差化积）。

5. 求 sin15°cos15°的值。

四、本章归一

核心思维模型：三角变换=有目标的化简。目标感是选公式的导航仪。

思维工具：三角变换四问法（角→函数→次数→整体）+公式选用的“目标导向法” 

第 6 章 平面向量

第 22 课 向量的概念——既有大小又有方向的量

一、学习指导

22.1 向量是什么？

向量是“既有大小又有方向的量”。比如力、速度、位移，都是向量。

22.2 向量的表示方法

几何表示：用有向线段表示（箭头表示方向，长度表示大小）
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